
U.D. 6: Matrices y determinantes. Sistemas de
ecuaciones
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1. Matrices

1.1. Definiciones

Definición 1 Una matriz A, de dimensión m× n, es un objeto matemático
del tipo:

Tipos de matrices:

Matriz fila: está constituida por una sola fila.

Matriz columna: está constituida por una sola columna.

Matriz cuadrada: tiene el mismo número de filas que de columnas.
En este caso se llama diagonal principal a la formada por los término
de la forma aii

Matriz rectangular: tiene distinto número de filas que de columnas.

Matriz nula: todos sus elementos son ceros.

Matriz triangular superior: matriz cuadrada cuyos elementos situa-
dos por debajo de la diagonal principal son ceros.

Matriz triangular inferior: matriz cuadrada cuyos elementos situa-
dos por encima de la diagonal principal son ceros.

Matriz diagonal: matriz cuadrada cuyos elementos por encima y por
debajo de la diagonal principal son todos nulos.

Matriz identidad: matriz diagonal en la que los elementos de la dia-
gonal principal son todos 1.
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Traspuesta de una matriz: Dada una matriz A, su matriz traspuesta
se representa por At y se obtiene cambiando las filas por las columnas.

Propiedades: (At)tA, (A ·B)t = Bt · At

Si una matriz verifica que At = A, se dice que es una matriz simétrica.

Ejercicio 1

1.2. Operaciones

1.2.1. Suma de matrices

Definición 2 Sean dos matrices A y B del mismo orden m×n, A = (aij)m,n

y B = (bij)m,n . Se define la suma de A y B, denotado por A + B, como la
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matriz
A+B = (aij + bij)m,n.

Es por tanto necesario que las matrices sean de la misma dimensión.

Ejemplo:

Propiedades de la suma:

1.2.2. Producto por un escalar

Definición 3 Diremos que k es un escalar, cuando k ∈ R . Es decir, cuando
k sea un número real.

Sea A = (aij)m,n una matriz de dimensión m×n, y sea k ∈ R un escalar.
Se define el producto de k por la matriz A, kA, como la matriz

kA = (kaij)m,n

Propiedades del producto por un escalar:

Ejemplo: Sean las matrices:
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1.2.3. Producto de matrices

Definición 4 Sea A = (aij)m,n y B = (bij)n,p (igual número de columnas de
A que de filas de B). Se define el producto de A por B, AB, como la matriz
C = (cij)m,p , siendo cij el número que resulta de multiplicar la fila i de A
por la columna j de B. Es decir

Ejemplo:

Propiedades del producto:

Observación: para que se pueda realizar la multiplicación el número de
filas de la segunda matriz debe coincidir con el número de columnas de la
primera. Además el resultado tendrá tantas filas como la primera matriz y
tantas columnas como la segunda.
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https://youtu.be/QOHguc4QvL8
https://youtu.be/pmZkO5-S6xY
https://youtu.be/vsj1GfmkHwM


Ejercicio 2

Ejercicio 3

Ejercicio 4

Ejercicio 5

Ejercicio 6
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2. Determinantes

A cada matriz cuadrada A se le asigna un escalar particular denominado
determinante de A, denotado por |A| o por det(A).

2.1. Determinantes de orden dos

2.2. Determinantes de orden tres

2.3. Cálculo del determinantes por sus adjuntos

Definición 5 Si en una matriz cuadrada de orden n se selecciona el elemen-
to aij , cuando suprimimos su fila y su columna se obtiene una submatriz de
orden (n − 1). Su determinante es un menor de orden (n − 1) que se llama
menor complementario del elemento aij , y se designa por αij .
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https://youtu.be/bpVsjIwzkuY
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Definición 6 Se llama adjunto de aij al número Aij = (−1)i+jαij , es decir,
al menor complementario con su signo o con el signo cambiado según que la
suma de los sub́ındices i+ j sea un número par o impar.

El valor de un determinante es igual a la suma de productos de los ele-
mentos de una ĺınea por sus adjuntos correspondientes:

2.4. Propiedades

|At| = |A|

|A ·B| = |A| · |B|

|A| = 0 si:

� Posee dos ĺıneas iguales

� Todos los elementos de una ĺınea son nulos.

� Los elementos de una ĺınea son combinación lineal de las otras.

Un determinante triangular es igual al producto de los elementos de la
diagonal principal.

Si en un determinante se cambian entre śı dos ĺıneas paralelas su de-
terminante cambia de signo.

Si a los elementos de una ĺınea se le suman los elementos de otra paralela
multiplicados previamente por un nº real el valor del determinante no
vaŕıa.

Si se multiplica un determinante por un número real, queda multipli-
cado por dicho número cualquier ĺınea, pero sólo una.

Si todos los elementos de una fila o columna están formados por dos
sumandos, dicho determinante se descompone en la suma de dos deter-
minantes.
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Ejercicio 7

Ejercicio 8
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https://youtu.be/ZO0naBrmgj4
https://youtu.be/OJijb3NcdUw
https://youtu.be/noBqUJ-30v0


Ejercicio 9

Ejercicio 10
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Ejercicio 11

Ejercicio 12
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Ejercicio 13

Ejercicio 14

3. Matriz inversa

Definición 7 Sea A una matriz cuadrada de orden n. Diremos que A−1 es
la matriz inversa de A, cuando A · A−1 = A−1 · A = In, siendo In la matriz
identidad de orden n.

Propiedades:

(A ·B)−1 = B−1 · A−1
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(A−1)−1 = A

(k · A)−1 = k−1 · A−1

(At)−1 = (A−1)t

Una matriz tiene matriz inversa si y solo si |A| 6= 0

3.1. Cálculo de la matriz inversa por el método de
Gauss

Construir una matriz del tipo M = (A|I), es decir, A está en la mitad
izquierda de M y la matriz identidad I en la derecha.

Utilizando el método Gauss-Jordan vamos a transformar la mitad iz-
quierda, A, en la matriz identidad, que ahora está a la derecha, y la
matriz que resulte en el lado derecho será la matriz inversa: A−1 . Recor-
damos que para aplicar el método de Gauss-Jordan pod́ıamos realizar
las siguientes transformaciones: intercambio de dos filas, multiplicación
o división de toda una fila por un número, combinación lineal de filas.

Para aplicar el método de Gauss-Jordan utilizaremos los siguientes pasos:

a) Intentamos que la 1ª fila tenga como primer coficiente 1.

b) Usamos la primera fila para anular todos los coeficientes de la primera
columna de la segunda fila en adelante.

c) Usamos la segunda fila para eliminar todos los coeficientes de la segunda
columna desde la tercera fila en adelante.

d) Vamos siguiendo este proceso hasta obtener una matriz escalonada.

e) Luego procedemos de modo análogo con los elementos que están por
encima de la diagonal principial de la matriz A.

f) Cuando hayamos transformado la matriz A en una matriz diagonal,
dividimos cada fila por el coeficiente correspondiente.
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https://youtu.be/rv-SMkP4a7o


3.2. Cálculo de la matriz inversa por la matriz adjunta
traspuesta

La matriz inversa de A coincide con la traspuesta de la matriz adjunta
dividida por el determinante de A.

A−1 =
1

|A|
[Adj(A)]t

Matriz adjunta de una matriz de orden 2:

Sea A =

(
a b
c d

)
Adj(A) =

(
d −c
−b a

)
Matriz adjunta de una matriz de orden 3:

Sea A =

a b c
d e f
g h i



Adj(A) =



∣∣∣∣e f
h i

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣d f
g i

∣∣∣∣ ∣∣∣∣d e
g h

∣∣∣∣
−
∣∣∣∣b c
h i

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a c
g i

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣a b
g h

∣∣∣∣∣∣∣∣b c
e f

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣a c
d f

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a b
d e

∣∣∣∣
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https://youtu.be/Y24sQB8Quts
https://youtu.be/oaAAKFrs6sY?list=PLBDAFD42876358AAA


Ejercicio 15

Ejercicio 16

Ejercicio 17

4. Ecuaciones y sistemas matriciales

Definición 8 Una ecuación en las que las incógnitas son matrices se deno-
mina ecuación matricial.

Para resolver una ecuación matricial, despejamos la matriz incógnita X. Te-
niendo en cuenta que:
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Las matrices que están sumando o restando en un miembro pasan, al
otro, cambiadas de signo.

Para despejar cuando hay una matriz multiplicando, multiplicamos am-
bos miembros por la matriz inversa (teniendo cuidado con el orden
porque la multiplicación no es conmutativa):

A ·X = B

A−1 ·X = A−1 ·B

I ·X = A−1 ·B

X = A−1 ·B

Definición 9 Un sistema de ecuaciones en el que las incógnitas son matrices
se llama sistema matricial.

Para resolver sistemas lineales de ecuaciones matriciales se procede de la
misma forma que para resolver sistemas de ecuaciones lineales, es decir, por
los métodos de reducción, sustitución o igualación.
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https://youtu.be/P2pN-tl4DeA
https://youtu.be/OitMoCU3iPg
https://youtu.be/R2m3i-JYLII
https://youtu.be/ZN8CzMiTgQA


Ejercicio 18

Ejercicio 19

Ejercicio 20

Ejercicio 21

Ejercicio 22
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Ejercicio 23

Ejercicio 24

5. Problemas con matrices

Ejercicio 25 En un instituto I hay alumnos de tres pueblos, A, B y C. La
distancia entre A y B es 5 km, la de B a C es 8 km, la de A a C es 10 km
y la de A a I es 8 km. Una empresa de transporte escolar hace dos rutas: la
ruta 1 parte de B y recorre sucesivamente C, A e I; la ruta 2 parte de C y
recorre sucesivamente B, A e I. El número de alumnos que siguen cada ruta
de cada pueblo es:

a) Determine la matriz M, 2x3, que expresa los kilómetros que recorren
los alumnos de cada pueblo por cada ruta.

b) Determine la matriz N, 3x2, que indique los alumnos que siguen cada
ruta de cada pueblo.

Pueblo A: 12 alumnos la ruta 1 y 8 alumnos la ruta 2.

Pueblo B: 14 alumnos la ruta 1 y 9 alumnos la ruta 2.

Pueblo C: 6 alumnos la ruta 1 y 9 alumnos la ruta 2.

c) Si la empresa cobra 11 céntimos por Km a cada persona, determine la
matriz P = 0, 12M ·N , e interprete cada uno de sus elementos.
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6. Sistemas de ecuaciones lineales

Definición 10 Llamamos sistema lineal de m ecuaciones con n incógnitas
a todo conjunto de m ecuaciones lineales con n incógnitas. Se expresa en la
forma:

Un sistema de ecuaciones se dice que es:

a) Sistema incompatible (S.I.) cuando no tiene solución.

b) Sistema compatible determinado (S.C.D.) cuando tiene una única so-
lución.

c) Sistema compatible indeterminado (S.C.I.) cuando tiene infinitas solu-
ciones.

Las siguientes transformaciones en un sistema dan lugar a sistemas equiva-
lentes:

a) Multiplicar (o dividir) una ecuación por un escalar no nulo.

b) Sumarle a una ecuación una combinación lineal de las restantes.

c) Eliminar una ecuación que sea combinación lineal de otras del sistema.

6.1. Expresión matricial de un sistema

Un sistema de ecuaciones se puede expresar de la forma matricial A ·X =
B:
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A la matriz A se le llama matriz de coeficientes. Definimos la matriz ampliada
como:

6.2. Método de Gauss para la resolución de sistemas

Un sistema escalonado tiene la siguiente forma:

Este tipo de sistemas de ecuaciones es muy sencillo de resolver ya que se
van despejando las incógnitas desde la última ecuación (en la que práctica-
mente está despejada) hasta la primera.

El método de Gauss para la resolución de sistemas de ecuaciones linea-
les consiste en aplicar reiteradamente el método de reducción al sistema de
ecuaciones para obtener un sistema de ecuaciones equivalente al inicial que
sea escalonado.

Utilizaremos las transformaciones adecuadas para obtener otro sistema
equivalente: intercambio de dos filas, multiplicación o división por un número,
combinación lineal.

Para aplicar el método de Gauss utilizaremos los siguientes pasos:

a) Intentamos que la 1ª ecuación tenga coeficiente 1 para la x.

b) Usamos la primera ecuación para eliminar la incógnita x en la 2ª,3ª,...
ecuación.

c) Usamos la 2ª ecuación para eliminar la incógnita y en la 3ª,... ecuación.

d) Vamos siguiendo este proceso hasta obtener una matriz escalonada.

e) Resolvemos el sistema escalonado.
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Al aplicar el método de Gauss podemos obtener los siguientes casos:


∗ ∗ · · · ∗
0 ∗ · · · ∗
...

...
. . .

...
0 · · · ∗ ∗



∗ ∗ · · · ∗
0 ∗ · · · ∗
...

...
. . .

...
0 · · · 0 0



∗ ∗ · · · ∗
0 ∗ · · · ∗
...

...
. . .

...
0 · · · 0 ∗


Con el mismo número Con menor número de Con una ecuación en la
de ecuaciones no nulas ecuaciones no nulas que se anula todo menos

que de incógnitas que de incógnitas el término independiente
SCD SCI SI

Ejercicio 26 Resuelve los siguientes sistemas:
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