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1. Nimeros irracionales. Numeros reales.

Un nuimero irracional es aquel que tiene infinitas cifras decimales no periédicas. No puede
expresarse en forma de fraccién. El conjunto de los niumeros irracionales se representa por I.

Ejemplos: m1=314159265... V2 =1,41421356... 37 =1,9129311827...
, . (4 ) ) 4 2
Nota: nimeros como /16 6 9 no son irracionales ya que V16 =4 y 9 = 3

Al conjunto de los nimeros racionales unién con los nimeros irracionales se le llama conjunto
de los nimeros reales y se representa por R.

QUI=R

Relacion de inclusion entre los conjuntos de nameros naturales, enteros y
racionales y reales

NC ZCQCR
Naturales N

Enteros Z

Enteros negativos
Decimales exactos ™ ————————=>Racionales Q

Decimales periddicos Reales R

Irracionales I

Ejemplo: indicar cuales de los siguientes nimeros pertenecen a N, cudles a Z, cudlesa Q y
cudles a I: 3 -7 4,82 -5333.. 1,6444.. 2
N: 3 Z: 3 -7 Q: 3 -7 482 -5333... 1,6444... I 2

Representacion de numeros irracionales en la recta numérica

Para situar de forma exacta en la recta numérica el .
numero v 2, se aplican los siguientes pasos: >

P1. Escribimos\/E =412 +12 1 X \/_
2

P2. Se dibuja un segmento horizontal. Se sefnala el ‘ |
P

extremo izquierdo con el nimero 0 y el extremo derecho I
con el nimero 1. Este ser4 el segmento unidad. 0 1

P3. Desde el 1 se traza un segmento de longitud 1 perpendicular al segmento unidad.

P4. Por el Teorema de Pitagoras, la distancia del 0 al extremo superior del segmento trazado

mide justamente V2 . Por lo tanto, tomando como abertura esta distancia con un compas,
desde el 0, se traza un arco que corte a la recta numeérica en un punto P. Exactamente en este

punto se sitiia el nimero V2.
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2. Intervalos y semirrectas.

Orden en R: las relaciones de orden entre a, b € R, se expresan de las siguientes formas:

(1) a<b selee"aes menor que b" (2) a<b selee"a es menor oigual que b"

(3) a>Db selee"aes mayor que b" (4) a=b selee"a es mayor oigual que b"

Intervalo cerrado de extremos a y b: es el conjunto de niimeros reales mayores o iguales
que a y menores o iguales que b. Se representa por [a, b]. [a,b]={xeR/a<x<b}

Ejemplo: [-3,2]={xceR/-3<x<2}
Intervalo abierto de extremos a y b: es el conjunto de niimeros reales mayores que a y
menores que b. Se representa por (a,b). (a,b)={xcR/a<x<Db}

Ejemplo: (1,5)={xeR/1<x<5}

Intervalo semiabierto de extremos a y b: puede ser el conjunto de nimeros reales
mayores o iguales que a y menores que b que se representa por [a, b); o puede ser el conjunto
de ntmeros reales mayores que a y menores o iguales que b, que se representa por (a, b].

[a,b)={xeR/a<x<b} (a,b]={xeR/a<x<b}

Ejemplos: [2,5)={xeR/-2<x<5} (-b,-1]={xeR/-bH<x<-1}

Una semirrecta de niumeros reales es alguno de los siguientes tipos de conjuntos:

— El conjunto de niimeros reales mayores o iguales que a, que se expresa [a, to) ={x e R/x>a}
Ejemplo: [-1,+0) ={x e R/x> -1}

— El conjunto de nimeros reales mayores que a, que se expresa (a, to) ={x e R/x>a}
Ejemplo: (2,+0)={xcR/x>2}

— El conjunto de nimeros reales menores o iguales que b, que se expresa (—o,b]={xeR/x<b}
Ejemplo: (-0, —1]={xeR/x< -1}

— El conjunto de niimeros reales menores que b, que se expresa (—o, b)={xcR/x<b}

Ejemplo: (o, 4) ={x e R/x<4}

Operaciones con intervalos y semirrectas

a) Union de intervalos: la unién de dos intervalos A y B se representa por AUB y es el

conjunto formado por todos los niimeros de los intervalos A 6 B.

b) Interseccion de intervalos: la interseccién de dos intervalos A y B se representa por ANB

y es el conjunto formado sélo por los nimeros comunes a los intervalos A y B.
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Ejemplo 1: A=[-3,4] B=[1,7] ANB =11, 4] AUB = [-3, 7]

Ejemplo 2: A=[-3,4 B=I[5,1] APB=o AUB =[-3, 4 U [5, 7]
Eiemplo 3: A=[-3,4] B=[4,7] APB={4} AUB = [-3, 7]
Ejemplo4: A=[-3,7] B=[l,4] ANB =11, 4] AUB = [-3, 7]

Ejemplo 5: A=[-3,+0) B=][1, +w) ANB =11, +0) AUB = [-3, +x)

3. Radical. Raiz enésima de un numero.

Dados nN, n #1, alJR, un radical de indice n y radicando a es una expresion del tipo Va

Raiz enésima de a es un nimeror OOR tal que r® =a, es decir Va=r < 1rt=a

De la definicién se deduce que un nimero puede tener 0, 1 6 2 raices enésimas, dependiendo
de su signo y de la paridad del indice n.

Sin es par Si n es impar
Siaes El niimero a tiene dos El niimero a tiene
positivo | raices enésimas opuestas una raiz enésima
Siaes El niimero a no tiene El niimero a tiene
negativo raices enésimas una raiz enésima

Ejemplo 1: 16 tiene dos raices cuartas, los nimeros 2y -2 porque 2* =16 y (-2)* =16
xt=z16 = x=i%=i2

Ejemplo 2: —16 no tiene raices cuartas porque ningin numero elevado a 4 es igual a —16

xt=-16 = 3%Y-16

Ejemplo 3: 32 tiene una raiz quinta, el nimero 2 porque 2° =32
x?=32 = x=%32=2

Ejemplo 4: —32 tiene una raiz quinta, el nimero —2 porque (-2)° = —32

x’=-32 = x=¥-32=-2

Nota: una raiz enésima es un namero real: no tiene por qué ser un nimero entero.
Por ejemplo, Y12 no se puede hallar con la definicién. Con ayuda de una calculadora, se

obtiene 312 =1,6437...en este caso, un nimero irracional.

4. Propiedades de los radicales.

P1. Un radical de indice n y radicando a™ es igual a una potencia de base a y exponente m
n

m

Yam =gn
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10 3
Ejemplo 1: %1024 =§/210 =25 =22 =4 Ejemplo 2: 252 =+/253 =,/(52)% =+/56 =5% =125

Ejemplo 3: (ﬁj = 32 /_ =2 =
9 25 25 52

1 1
Obsérvese que si m = 1, entonces an =%¥a Ejemplos: 43 =34 52 =+/5

P2. Dos radicales son equivalentes si lo son sus fracciones asociadas.

Yam=Yar - Mm-P

n q

En consecuencia, simplificar un radical equivale a simplificar su fraccién asociada.
Ejemplos: Y54 =5 porque % —% 1234 =33 porque % :% 872 =37 porque %:%

P3. R’/g@/g=\/a[b Ejemplos: %@/5=\/E 1\2/)(_5@\2/;:1%/)(_6:\/;

Ya J[a ) Y6 .[6 s 1Q/X_7_15 5 _3
P4 %—ng E|emplos. %—55—'\/5 1\5/X—2—\/X_—\/;

P5. (Yam)» =¥am® Ejemplos: (3/24)6 =224 = 28 = 256 @x2)6 = x12 = x4
P6. Wa ="¥a Ejemplos: Y8 =8 = §27 =2 s =2 =12

5. Extraccion de factores fuera del radical.

Para extraer factores fuera del radical, se procede como sigue:

Paso 1. Se descompone el radicando en factores primos y se escribe el radical como producto
de tantos radicales como factores primos haya.

Paso 2. Cada uno de los radicales ¥a™ anteriores en los que sea m =n, se descompone asi:

n n + n . . Ce .,
Vam =¥aB*r = \/acEh " =a° ﬂ/a_r , siendo c el cociente y r el resto de la divisién m : n

Obsérvese que sir =0, entonces Va™ =a‘

Paso 3. Finalmente, se multiplican todos los factores extraidos por un lado y todos los
radicales sobrantes por otro, y se escribe el producto indicado de los resultados.

Ejemplos: extraer factores fuera de los siguientes radicales:

25,15 24y 123 6,3
X X2*X X X
a) \/X32 23,40 —\/x30x2y20y3z40 = xBy48 5/X2y3 b) 4 Yy oy YIVT XY XY
Z6 Z4Z2 Z Z2

3

o) 3128 =27 =326 @ =22%2 =432 Q) ¥3125 =355 =¥53 52 =552 =5 325
e) V40 =+/23 5 =+/23 3/5 =22 V5 = 2410 f) 96 =25 B =25 B/3 =22 V2 3/3 =46

German Leal Gallo © https:/ /blogsaverroes.juntadeandalucia.es/elojodeeuler/ -6 -



6. Radicales semejantes. Suma y resta de radicales.

Dos radicales son semejantes si, una vez extraidos factores fuera del radical, tienen el mismo
indice y el mismo radicando.

Ejemplo 1 : 45 y - 375 son semejantes porque ambos tienen indice 2 y radicando 5.
Ejemplo 2: 4 35 y - 3vV5 no son semejantes porque no tienen el mismo indice.

Ejemplo 3: 4 s y 4 {6 mno son semejantes porque no tienen el mismo radicando.

Ejemplo 4: \/§ y \/ﬁ son semejantes porque \/g =22 y \/E =32

Para sumar o restar radicales, es necesario que los radicales sean semejantes. Si los
radicales no son semejantes, hay que dejar la operacion indicada.

Se aplica la siguiente propiedad: p Va + q Ya = (p + q) Ya

Ejemplo 1: 578 ++/18 —34/32 =5@2v2 +3V2 -3 /2 =102 + 3J2 -1242 = /2
Ejemplo 2: /245 — /320 +/8 +4/125 —4/18 =7/5 -85 + 242 + 55 - 3J2 = -2/5 - 4/2
Ejemplo 3: 2316 -532+3%/250 =22 %2 -532+3332=4%2-5%2+15%2=14%/2

Ejemplo 4: 83/3+53/24 -53/375 =833 +52%3-5533=833+1033-2533=-7%3

7. Reduccion de radicales a comun indice. Producto y cociente de radicales.

Reducir radicales a comun indice equivale a encontrar otros tantos radicales equivalentes
a los primeros y que tengan todos ellos el mismo indice.

Este indice comin es el minimo comin multiplo de los indices de todos los radicales. Luego, en
cada uno de los radicales, se divide el indice comun entre su indice y el resultado se multiplica
por el exponente del radicando.

Ejemplo: para reducir los radicales §/2_2 , \/3_3 , % a radicales con el mismo indice, se calcula
IC=m.cm.(3, 2, 4) = 12

Para el indice 3, se hace 12:3=4 4-2=8 = %/2_=1%/2_8
Para el indice 2, se hace 12:2=6 6:-3=18 = \/3_3 =13318
Para el indice 4, se hace 12:4=3 3:-1=3 = ‘\1/5:1%/5_3

Para multiplicar o dividir radicales de distinto indice, primero hay que reducirlos a
comun indice y después aplicar el producto o cociente de radicales del mismo indice:

Yatb =Yaib Ya _ [a
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Ejemplo 1: g \/\/g 897 =§/26 p =29/

e P Pulsl PN Pl =917 = 13912 (35 =2 3/95 =21Y32

Ejemplo 2:
SR 4o 12/921 221

Ejemplo 3: ¥x2 ffx* B/x7 B¥x =3Yx12 (#Yx40 3Yx105 #Yx2 = 3Yx159 = 3{x150 39 = x5 3Y/x9
Ejemplo 4: \3/a2b Jabya = i/a2_b /ab 3%a =%adb4 ﬂm 3a = IW

{a’b2ab _Ya? §2ab _ Yab? §2ab _ §2a%07 ?/T GF
\/2a2b\/_ V2a2b §fb \/23 63 §/b \/23 64 22ab

Ejemplo 5:

8. Racionalizaciéon de denominadores.

Racionalizar una fraccién con denominador radical consiste en encontrar una fraccién
equivalente cuyo denominador sea un ntiumero racional.

Caso 1: si el denominador de la fraccién es de la forma #%a™ siendo m < n, entonces hay que

multiplicar el numerador y el denominador por ¥a™™

Si fuese m > n, previamente hay que extraer factores y después aplicar la regla anterior.

. 10 10322 104 1084 __, . 5 _ 5J5 _5J5
Ejemplo 1: —= = = =544 Ejemplo 2: — = — \/_
V2 ooz o3 2 V5 505 5

ab _ ab@a’h? _ abd/a®b2 abE{l = 4232

ab2 _%/abz 4/a3b2 B Ya4p4

Ejemplo 3:

Caso 2: si el denominador de la fraccién es de alguna de las siguientes formas:

pva + qvb p*qvb pva £q

entonces hay que multiplicar el numerador y el denominador por la expresién conjugada del
denominador. La expresién conjugada de A+B es A—B o viceversa.

Bomolo 1. 6 = 602/5+43)  _ 602V5+43) _12J5+643 _12V5+6V3
RS VB @Vh -V3) B +48) (W52 -(B)?  20-3 17
J3 V3meV3-3)  _3m2V3-3) 6—3@_6—3@_2—@:2_\/5

Ejemplo 2: = = = = =
RS o 5+3 (W3+3)02V3-3) (243232  12-9 3 1
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9. Logaritmo de un namero.

Dadosa,be R, a,b>0,a#1, sellama logaritmo en base a de b al nimero al que hay

que elevar a para obtener b. Se representa por log, b.

log,b=x < a*=b

Ejemplo 1: log,8=3 porque 23 =8 Ejemplo 2: log;81 =4 porque 3* =81
2
Ejemplo 3: log,1=0 porque 4° =1 Ejemplo 4: log, i =2 porque (%} =i

2

Si la base del logaritmo es el namero 10, entonces el logaritmo se llama decimal.
Se representa por log x. El nimero 10 no se escribe.

log;ox =logx
Si la base del logaritmo es el namero e = 2,7182..., entonces el logaritmo se llama
neperiano. Se representa por In x 6 también por Lx.

log,x =Inx = Lx

10. Propiedades de los logaritmos.

P1.Va >0, a+# 1, no existe log,b sib <O.

Sea cual sea la base, no existe el logaritmo de cero ni el logaritmo de un niimero negativo.

P2. log,1=0 Va>0,a#1
P3. log,a=1 Va>0,a#1

P4. log,(m [h) =log, m +log, n Va>0,a#1 Vm,n>0
P5. 10g32=1ogam—10gan Va>0,a#1 Vm,n>0
n

P6. log, m" =nlog,m Va>0,a#1 VYm>0

loghb
loga

P7. Cambio de base: log, b= Va>0,a#1 Vb>0

El cambio de base se utiliza para resolver ecuaciones del tipo a* =b, donde ay b son
numeros que no pueden expresarse como potencias de la misma base.

Ejemplo: si se quiere resolver la ecuaciéon 2* =43, se despeja x aplicando la definicién de

logaritmo: x =log,43

log43
og 2

Aplicando ahora el cambio de base se tiene que x =log, 43 = 05,43

log. b

Nota: la forma general de la propiedad de cambio de base es: log, b = ]
og.a
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Demostraciones

Demostracién P4: nombrando x =log,(m) y=log,m z=log,n

se va a demostrar que x =y + z

De la definicién de logaritmo se deduce que:
Six=log,(mh) = a*=mh Siy=log,m = a¥=m Siz=log,n = a’=n

De lo anterior se deduce que a* =aY [h? Por otro lado, es sabido que a¥ [h% = a¥y*?

Encadenando las dos igualdades anteriores, se tiene que a* =a¥ [A? =a¥"?. Luegox=y + z

Demostracién P5: nombrando x =log, m y=log,m z=log,n
n
se va a demostrar que X =y — z

De la definicién de logaritmo se deduce que:

. m m ) .
Slx=loga; = ax=g Siy=log,m = a¥=m Siz=log,n = a’=n
. a¥ . a¥ _
De lo anterior se deduce que a* = — Por otro lado, es sabido que — =a¥™
a a

. . . a¥ _
Encadenando las dos igualdades anteriores, se tiene que a* = — =al. Luegox=y—z
a

Demostracién P6: nombrando x =log, m™ y=log,m sevaa demostrarquex=n-y

De la definicion de logaritmo se deduce que:
Si x=log,m" = a*=m" Siy=log,m = a¥=m

De lo anterior se deduce que a* =(a¥y)" Por otro lado, es sabido que (a¥)* =a™¥

Encadenando las dos igualdades anteriores, se tiene que a* =(a¥)* =a”¥ ., Luego x=n"y

_y
Z

Demostracién P7: nombrando x=log,b y=logb z=loga sevaademostrar que x

De la definicién de logaritmo se deduce que:
Six=log,b = a*= Siy=logh = 10Y =D Siz=loga = 10%=a

De lo anterior se deduce que 10Y =(10%)% Por otro lado, es sabido que (10%)* =10%%

Encadenando las dos igualdades anteriores, se tiene que 10¥ = (10%)* =10%%

Luego y =1z x,lo que a su vez implica que x = Y

Z
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