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1. Divisién de polinomios.

Dada una divisién de polinomios D(x) : d(x), al polinomio D(x) se le llama dividendo y al
polinomio d(x) se le llama divisor. El resultado de la divisiéon es un polinomio llamado
cociente c(x) y otro polinomio llamado resto r(x).

En toda division de polinomios se cumple que: D(x) = d(x) [&(x) + r(x)

Para que se pueda realizar la divisién, el grado del polinomio D(x) tiene que ser mayor o igual
que el grado del polinomio d(x). Se procede del siguiente modo:

Paso 1. Se escribe el polinomio D(x) a la izquierda de forma ordenada y dejando huecos en los
términos cuyo coeficiente sea cero. Se escribe el polinomio d(x) a la derecha también ordenado.

Paso 2. Se divide el primer término de D(x) entre el primer término de d(x), obteniéndose el
primer término de c(x).

Paso 3. El primer término de c(x) obtenido se multiplica ahora por todos los términos de d(x),
obteniéndose un polinomio que hay que restar a D(x).

Paso 4. Tras aplicar el paso anterior se obtiene un polinomio resto parcial. Tomando éste
como nuevo dividendo y con el mismo divisor d(x) se vuelven a repetir los pasos 2 y 3.

Paso 5. La division finaliza cuando se llega a un polinomio resto parcial de grado menor que el
grado de d(x). El ultimo resto parcial es el polinomio resto r(x) de la division.

Ejemplo: para dividir D(x) =x° +2x% —x -8 entre d(x) =x% -2x +1, se hace

x? + 2x3 -X -8 | x?-2x+1
-x5 +2x* -x? x3 +2x2 +5x +8
+ 92x4 +x3 -X
-2x*  +4x3 -2x?
+5x3 —2x2 - X -8
-5x3  +10x%2 —5x

+ 8x2 - 6x -8
— 8x2 +16x -8
10x -16

obteniéndose como cociente c¢(x) =x? +2x? +5x+8 y como resto r(x) =10x -16

Division exacta

Si al realizar la divisién de un polinomio P(x) entre otro polinomio Q(x), se obtiene resto cero,
entonces se dice que la division es exacta y que P(x) es divisible por Q(x).

Ejemplo: para saber siP(x) =x3 + 4x2 - 7x -10 es divisible por Q(x) =x2 -x -2, se hace

x?  +4x?2 -7x -10 | x?2-x-2
_XS +X2 + 9% x+5
+5x2 -5x -10
-5x2 +56x +10
0

Como el resto de la divisiéon es 0, se dice que P(x) es divisible entre Q(x).
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Regla de Ruffini para la divisiéon entre un binomio x - ¢

Si el polinomio divisor es de la forma d(x) =x —c, siendo ¢ € Q, la divisién se puede hacer de

forma mas sencilla usando la llamada Regla de Ruffini, que s6lo necesita de los coeficientes
de D(x) y del numero c.

Paso 1. Se escriben los coeficientes de D(x) de forma ordenada, rellenando con ceros los huecos
correspondientes a los términos que no existan.

Paso 2. Se escribe el nimero ¢ una linea mas abajo y a la izquierda de los coeficientes de D(x).
Paso 3. Dos lineas mas abajo se coloca el primer coeficiente de D(x).

Paso 4. Se multiplica este coeficiente por ¢ y se suma el resultado al siguiente coeficiente de
D(x). El resultado obtenido se anota a la derecha del primer coeficiente de D(x). Con este
resultado se vuelve a aplicar el paso 4 y asi sucesivamente hasta llegar a la Gltima columna.

Paso 5. El nimero obtenido al aplicar por ultima vez el paso anterior es el resto de la divisién.
Los demas ntimeros obtenidos previos al resto, son los coeficientes ordenados del cociente c(x)
teniendo en cuenta que el grado de c¢(x) es una unidad menor que el grado de D(x).

Ejemplo 1: para dividir D(x) =x* -3x2 +2 entre d(x) =x -2 por la regla de Ruffini, se hace

1 -3

4
1

[\
NN O
NI O

2
4
6

=

= Elcociente es c(x) =x? +2x?+x+2 y elrestoesr=6

Ejemplo 2: para dividir D(x) =x2 +2x +7 entre d(x) =x +1 por la regla de Ruffini, se hace

1 0 2 7
-1 -1 1 -3
1 -1 3/ 4 = Elcocientees c(x)=x>-x+3 yelrestoes r=4

2. Identidades notables.

Una identidad es una igualdad algebraica que es cierta para valores cualesquiera de las
letras que en ella intervienen.

El cuadrado de una suma, el cuadrado de una diferencia y suma por diferencia son casos
particulares de identidades y se les nombra como identidades notables.

1. Cuadrado de una suma: (a +b)2 = a? + 2ab + b? a + b

a + b

x 1V _(xY 1V _x2 x 1 2

Ejemplo 1: (—+—j :(—j +2D§El1-+(_) =2 424 + ab + b
e {37 ) T3 32 .2) 9 3 4 2 + ba

. 2+ + b2
Ejemplo 2: (x3 +5xy)2 = (x3)2 + 2 X3 (Bxy + (5xy)? = xb +10x*y + 25x2y?2 a 2ab b

Ejemplo 3: (v2++3)2=(/2)2+23/28/3+(/3)2=2+2/6+3=5+2/6

El cuadrado de una suma puede utilizarse para factorizar algunos polinomios:

Ejemplo: 4x2 +12x+9=(2x)2 +22x B +(3)? = (2x +3)?
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2. Cuadrado de una diferencia: (a —b)? =a? - 2ab +b? a - b

a — b
2 2 2
) x 1 X 1 x2 x 1 — ab + D2
E lol: |[=—=| =|= —2D§B1—+ | =22
FIEmpRS (2 3} (2) 23 (3} 4 39 a? - ba
a2 — 2ab + Db?

Ejemplo 2: (x? -4y)? =(x2)? -2 X2 [y + (4y)? = x* - 8x%y +16y?

Ejemplo 3: (3v2 -2v3)2 =(3v/2)2 -2 BJ2 23 +(24/3)2 =18 -12/6 +12=30-12/6

El cuadrado de una diferencia puede utilizarse para factorizar algunos polinomios:

Ejemplo: 4x2 -12x +9=(2x)2 -2@2x B +(3)? =(2x - 3)?

3. Suma por diferencia: (a+b){a-b)=a?-b?

a + b
Ejemplo 1: (E+1J[€§_lj=(§j2_(lfzx_2_i a_— b
5 7)\5 7) \5) \7) 25 49 - ab - Db?
2 4+ ba
Ejemplo 2: (xy? +5) dxy? - 5) = (xy?)2 - 52 = x2y* - 25 2 — b2

Ejemplo 3: (/3 +3v2) V3 -3v2) =(/3)2 - (3/2)2 =3-18 =-15

Una suma por diferencia puede utilizarse para factorizar algunos polinomios:

Ejemplo: 4x? -9=(2x)%2 -(3)2 =(2x +3) [{(2x - 3)

Factorizacion de polinomios usando factor comin e identidades notables

Extrayendo factor comun primero y usando alguna de las identidades notables se pueden
factorizar algunos polinomios:

Ejemplo 1: 5x? +20x2 + 20x = 5x [{x2 +4x +4) = 5x [{x + 2)2
Ejemplo 2: 3x* - 6x3 +3x2 =3x2 [(x2 - 2x +1) = 3x2 [(x —1)2
Ejemplo 3: 7x?® —63x = 7x [{x? - 9) = 7x [{x — 3) [{x + 3)

3. Raices de un polinomio.

Dados ¢ € R y un polinomio P(x), se dice que c es raiz de P(x) si P(c) =0.

Ejemplo 1: —1 esraiz de P(x) =x° +2x+3 porque P(-1)=(-1)° +2[{-1)+3=-1-2+3=0
Ejemplo 2: 2 esraiz de P(x) =x? —4x porque P(2)=23-42=8-8=0

Ejemplo 3: 0 esraiz de P(x) =x® —4x porque P(0)=03-40=0-0=0

Nota 1: las raices enteras de un polinomio, si existen, se encuentran entre los divisores del
término independiente.

Nota 2: un polinomio de grado n tiene como maximo n raices enteras.
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4. Teorema del resto.

El teorema del resto afirma lo siguiente: "Dados ¢ € R y un polinomio P(x), el resto de la
division P(x) : x — ¢ coincide con P(c)"

El teorema del resto permite averiguar el resto de una divisiéon P(x) : x —c¢, sin necesidad de
efectuar la division, ni por el método clésico ni por Ruffini.

Ejemplo: segin el teorema del resto, el resto de la divisién de P(x) =x3 +3x? -5 entre x +2
esigual a—1 ya que P(-2)=(-2)3 +3[{-2)2-5=-8+12-5=-1

Como consecuencia del teorema del resto, obsérvese que las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1) La division P(x) : (x — ¢) es exacta (tiene resto igual a cero)
2) P(x) es divisible por (x - ¢)
3) El binomio (x — c¢) es factor de P(x)

4) P(c) =0, es decir, el niumero c es raiz de P(x)

Ejemplo: la divisién P(x) =38x3 +4x2 -13x+6 : (x-1) es 3 +4 —13 +6
exacta ya que su resto es cero. 1 3 7 -6

En estos casos, se dice que P(x) es divisible por (x —1) 3 7 610

También se puede afirmar que el binomio (x —1) es factor de P(x). Finalmente, obsérvese que

P(1)=303+402-130+6=3+4-13+6=0, es decir, el nimero 1 es raiz de P(x).

5. Factorizacion de un polinomio.

La descomposicién factorial o factorizaciéon de un polinomio consiste en expresarlo como
producto de polinomios con el menor grado posible cada uno de ellos. Si no es posible
descomponer un polinomio en factores, dicho polinomio se dice que es irreducible.

Para descomponer un polinomio P(x) en factores, se procede como sigue:

Paso 1. Si P(x) tiene término independiente, se le aplica el paso siguiente directamente. En
caso contrario, hay que extraer como factor comun alguna potencia de x (la maxima posible).
[ Este factor comun pasa a formar parte de la factorizacion final como otro factor mas y el
numero 0 es una raiz de P(x) ]. Entre paréntesis quedara un polinomio que si tiene término
independiente.

Paso 2. Se aplica la regla de Ruffini al polinomio con término independiente, probando sélo
con los divisores de éste, hasta encontrar uno con el que se obtenga resto igual a cero. En ese
caso, el numero probado ¢ es raiz entera de P(x) y por lo tanto, x —c es un factor de P(x).

Paso 3. Se aplica el paso anterior ahora con el polinomio cociente parcial resultante de la
divisién exacta anterior, obteniéndose, si se da el caso, una nueva raiz entera y un nuevo
factor de P(x) que habra que afiadir a su factorizacién.

Paso 4. El proceso se detiene en alguno de los siguientes supuestos:

a) Si queda un cociente final con un Unico coeficiente, nimero que habra que aiiadirse a la
factorizacion de P(x).

b) Si queda un cociente final con dos o méas coeficientes y con el que no se obtienen mas raices
enteras. En este caso, hay que anadir el cociente final a la factorizacién de P(x).
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Ejemplo 1: para factorizar P(x) =x* -x3 -7x2 +x + 6, se hace

1 -1 -7 1 6

1 1 0 -7 -6

1 0 -7 -6 0

-1 -1 1 6
1 -1 -6 0

—2 -2 6
1 3|0

3 3 = La factorizaciéon es P(x) =(x -1) [(x+1) [(x +2) [(x —3) y sus
110 raices enterasson 1,-1,-2 y 3

Ejemplo 2: para factorizar P(x) =3x? -3x -6, se hace

3 -3 -6

-1 -3 6
3 6|0

2 6 = La descomposicién en factores de P(x) es P(x) =3[(x +1)[(x —2) y sus
3.0 raices enteras son —1 y 2

Ejemplo 3: para factorizar P(x)=2x? -5x> - 2x? +11x — 6, se hace

2 -5 -2 11 -6

1 2 -3 5 6
2 -3 5 6 0

1 2 -1 -6
2 -1 6|0

2 4 6 = La factorizacién es P(x) = (x -1)% [{x — 2) [{2x + 3) y sus raices
2 3.0 enteras son 1 (doble) y 2

Ejemplo 4: para factorizar P(x) = 2x* +x% —-7x2 - 4x -4, se hace

2 1 -7 4 -4

2 4 10 6 4
2 5 3 2 0

—2 -4 -2 -2 = La factorizacién es P(x) = (x - 2) [{x +2) [(2x%2 +x +1) y sus
2 1 110

raices enteras son 2 y —2

Ejemplo 5: para factorizar P(x) =x* + 3x® —4x, se hace P(x) = x [{x® +3x2 - 4)

1 3 0 4
1 1 4 4
1 4 4|0
—2 -2 -4
1 20
-2 -2 = La descomposicién en factores de P(x) es P(x) =x[{x-1)[{x +2)? y
10 sus raices enteras son 0, 1 y —2 (doble)
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6. Maximo comun divisor y minimo comiun multiplo de dos 0 mas polinomios.

Para hallar el m.c.d. o el m.c.m. de dos 0 més polinomios, hay que factorizar cada uno de ellos.
El m.c.d. es el producto de los factores comunes elevados al menor exponente.

El m.c.m. es el producto de los factores comunes y no comunes elevados al mayor exponente.

Ejemplo 1: para hallar el m.c.d. y el m.c.m. de los polinomios x2 -1 y x2+2x+1, se
factorizan cada uno de ellos:

x2-1=(x+1)Qx -1) x2+2x+1=(x+1)2

= m.cd(x2-1, x2+2x+1)=x+1 m.em.(x2-1, x2+2x+1)= (x+1)2Ox-1)

3 2

Ejemplo 2: para hallar el m.c.d. y el m.c.m. de los polinomios x
factorizan cada uno de ellos:

-x, x3+2x%+x y x2, se

x3-x=xOx+1)0Ox —-1) x% +2x2 +x = x [(x +1)2 x2 =x2

= m.cd(x3-x, x2+2x+1, x2)=x m.em.(x%-x, x2+2x+1, x2)=x2Qx+1)2 Qx —-1)

7. Fracciones algebraicas.

Una fraccioén algebraica es el cociente indicado de dos polinomios, siendo el denominador
distinto de cero.

3x 5x° + 2x 6x2y +3x +2
x2 -1 x—-2 X -y

son fracciones algebraicas

Ejemplos:

Dos fracciones algebraicas son equivalentes si coinciden sus productos cruzados. Al
simplificar una fraccién algebraica, la fraccién que se obtiene es equivalente a la primera.

Para simplificar una fraccion algebraica:

Paso 1. Se descomponen en factores tanto el polinomio numerador como el polinomio
denominador.

Paso 2. Se eliminan los factores comunes a ambos. Si no hay factores comunes, entonces la
fraccién algebraica dada es irreducible: no se puede simplificar.

. . o 2-9x+1 x2-2x+1 (x-1x-1) _x-1
Ejemplo 1: para simplificar X—, se hace = =
P P x2 -1 x2 -1 x-1x+1) x+1
. . e x2 -4 x2-4 (x-2)Qx+2)  x+2
Ejemplo 2: para simplificar , se hace = =
P P 2x —4 2x —4 20x -2) 2
. . e x3-x2+x-1 x?-x2+x-1_(x-1)Ox2+1) x2+1
Ejemplo 3: para simplificar ———————, se hace = =
P P x2 +x — x2+x -2 x-DOx+2) x+2
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Para operar con fracciones algebraicas se siguen las mismas reglas que con las fracciones
numéricas: todo es igual salvo que se opera con polinomios en lugar de con niimeros.

1
+

Ejemplo 1: para calcular 3
x°—-x x-1

-—, seaverigua m.c.m.(x3-x, x-1, X)
X

x3-x=xOx+1)Ox -1) x-1=x-1 X=X
= mem(x?-x,x-1,x)=x[x+1)(x-1)

-2 N 1 _1_ -2101 N lx[(x+1) _1Ix-1Ix+1) _
x3-x x-1 x xOx-1DOx+1) xOx-1)Ox+1) xOx-1)Ox+1)
_—2+x2+x—(x2—1)_—2+x2+x—x2+1= x-1 _ 1

- xx-1)Qx +1) - xx-1)Hx+1) xx-1)x+1) xMOx+1)
. Cx-1 x2-4_(x-DOx%2-4) _(x-DAx-2)[x+2) _x-2
Fjemplo 2 x+2d)(<2—1_(x+2)de2—1)_(x+2)de—1)de+1)_x+1
Eiemplo 3: x—3;x2—9:(x—3)ﬂ3x—6): x-3)BOx-2) _ 3

x-2 3x-6 (x-2)[x2-9) (x-2)Ax-3){x+3) x+3
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