DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS.
MATEMATICAS I DE 1°BACHILLERATO. O D

UNIDAD 5. TRIGONOMETRIA.

1IES LA BAHIA

1. Razones trigonométricas de un angulo cualquiera.

Para ampliar a un angulo cualquiera las definiciones de las razones trigonométricas, se
aplican los siguientes pasos:

1. En un sistema de ejes cartesianos, se traza una Y A X = COSQ
circunferencia de radio 1 con centro en el origen O. 1 y =sena
A esta circunferencia se le llama circunferencia
goniométrica. (x, ¥)

2. Dado un angulo a cualquiera, no necesariamente 1
agudo, se hace coincidir su vértice con el origen O y su
lado inferior con el eje OX. A o)

w 2
X ¥

3. El lado superior de a corta a la circunferencia
goniométrica en un punto de coordenadas (x, y).

4. Por definicién, las razones trigonométricas de a son:
=Y -1
X

send =y cosa =x tga

Las nuevas definiciones son ampliaciones de las definiciones para un angulo agudo
En efecto, en el caso de que o sea un angulo agudo, obsérvese que:

y _ cateto opuesto a _ cateto adyacente a

send =y =-—- : cosa =x =~ .
1 hipotenusa 1 hipotenusa
tga = y_ cateto opuesto a
x cateto adyacente a

(Por qué se elige la circunferencia goniométrica para ampliar las definiciones?

Las razones trigonométricas de un angulo agudo no dependen del tamano del triangulo
rectangulo que lo contiene. Por lo tanto, las nuevas definiciones no dependen del radio de la
circunferencia elegida y en consecuencia, se puede elegir una circunferencia de radio 1.

Si la circunferencia tuviera radio r # 1, por semejanza de triangulos, se tendria que:

sen0(=l=z=y cos0(=£=§=x tga=l,=z
r 1 r 1 X X

Acotacion de las razones trigonométricas
Las razones trigonométricas seno y coseno toman sélo valores comprendidos entre —1 y 1.
-1<sena <1 —1<cosa<1

La razon trigonométrica tangente no esta acotada, puede tomar cualquier valor real.
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Signo de las razones trigonométricas

+
(+= +) (x,y) =(cosq, senq)

(_5

send | cosa | tga

: 0<a<90° + + +
_— R ‘*—_l_ 90°<a <180° + - -
5 180°<a <270° - - +
i 270 <a < 360° - + -

ey | B

Razones trigométricas de 0°, 90°, 180°, 270°
(x,y) =(cosq, senq)
sen0°=0 cos0°=1 tg0°=0

sen90°=1 c0s90°=0 3 tg90°

senl80°=0 | cos180°=-1 | tg180°=0

sen270°=-1 | ¢c0s270°=0 | % tg270°

sen360°=0 cos360°=1 | tg360°=0

Las razones trigonométricas tienen un comportamiento circular

Y A Los angulos que se diferencian en un nimero entero de
vueltas, tienen las mismas razones trigonométricas.

sen(a +360°k) =sena vk € Z

(X, ¥)
cos(a +360°k) =cosa vk € Z
¥
o8 tg(a +360°k) = tga vk € Z
o
0 -~ ;< Ejemplos:
sen420°=sen60°= g porque 420° = 360° + 60°

sen750°= sen30°=% porque 750° = 2-360° + 30°

senl125°=sen45°= g porque 1125° = 3-360° + 45°
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2. Reduccidn al primer cuadrante.

Si un angulo pertenece al segundo, tercer o cuarto cuadrante, es posible relacionarlo con otro
del primer cuadrante cuyas razones trigonométricas tengan los mismos valores absolutos.

a) Angulos que suman 180° sen(180°-a) = sena

Ejemplos:
sen(120°) = sen60°=

sen(135°) =sen45°=

o[ el

sen(150°) = sen30°= %

b) Angulos que difieren en 180° sen(180°+a) = —sena

/ﬁf"" ﬁmp&%"“\ Ejemplos:

sen(210°) = —sen30°=—

sen(1 80"+-:§'

sen(225°%) = —sen45°=—

sen(240°) = —sen60°= -

Do | —
SlSre

¢) Angulos que suman 360° sen(360°-a) = —sena

Ejemplos:
sen(300°) = —sen60°= -

| &5

sen(315°) = —sen45°= -

V2
2

sen(330°) = —sen30°= —%
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cos(180°-a) = —cosa

c0s(120°) = —cos60°= —

Do | —

c0s(135°) = —cos45°= -

v |55

c0s(150°) = —cos30°= -

v | &5

cos(180°+a) = —cosa

c0s(210°) = —cos30°= -

o el

c0s(225°) = —cos45°= -

|

c0s(240°) = —cos60° = —%

cos(360°-a) =cosa

c0s(300°) = cos60°=

Ql Do |
)

c0s(315°) = cos45°=—

c0s(330°) =cos30°=

ol



3. Angulos opuestos.

Angulo orientado

Un angulo tiene signo negativo si su sentido de giro es idéntico al de las manecillas del reloj.

Un angulo tiene signo positivo si su sentido de giro es contrario al de las manecillas del reloj.

+130°

J—a00 O

Razones trigonométricas de angulos opuestos sen(—0) = —sena cos(—
p Ejemplos:
sen(-30°) = -sen30°=——

%

sen(-60°) = —sen60°= -

__.a,—"

sf.:_n(_ a) sen(—45°) = —sen45°= -

S

o |55

w

2

—-a es el angulo opuesto de o

o) =cosd

NG

cos(—30°) =cos30°=—

2

V2

cos(—45°) = cos45°= -

cos(—60°) = cos60°= %

4. Razones trigonométricas de la suma y de la diferencia de dos angulos.

Razones trigonomeétricas de la suma de dos angulos

F1) sen (o +p)=sen altos+cosalsenfd

Demostracién F1:

el radio del arco de circunferencia es R =1

senf3 = DE cosB = AE sen(a +B) =GD =HF
Triangulo AEH = HE =sena[AE =sen a [tos3

Triangulo EFD = EF =cosa[DE =cosa[senf3

Por lo tanto,

sen(a +B) = HF = HE + EF =sen a [tos[3 + cosa [$en3
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F2) cos(a+B)=cosaltosP—senalsenf3

Demostracién F2:
el radio del arco de circunferencia es R =1 D F
senB=DE  cosB=AE  cos(a+p) = AG = AH - GH l
Triangulo AEH = AH =cosa[AE =cosa [tos[3 : aé
R=1 L NAE

Tridngulo EFD = DF =sena[DE =senalsenf ) E

7 80%- !
Por lo tanto, B j :
cos(a +B) = AH - GH = AH - DF = cos a [tos B —sen o [$en 3 o !

A G H B

_ tga+tgP
F3) tg(a+B)=—2—5P_
) tg(a+p) - tgo g P

Demostracién F3:

sen o [¢os B L cosa [sen B
sen(a +P) _senaltosB+cosalsenf3 _ cosaltosP cosaleosP _ tga+tgf
cos(a +B) cosa [osP-sena [Zenp cosaltosP senodenP 1-tgaigP
cosa[tosP cosa [tosf

tg (o +p)=

Razones trigonomeétricas de la diferencia de dos angulos

F4) sen(a -pB)=senalcosB—-cosalsenf

F5) cos(a—PB)=cosalcosB+senalsenf

F6) tg(a—@:%

Demostracién F4:

sen(a —B) =sen (0o +(—f)) =sen a [cos(—B) + cos a [sen(— ) = send [cosf3 + cosa [(—senf) =
=send [¢tosf3 —cosa [$enf

Demostracién F5:

cos(a —B) =cos (a + (—B)) =cos a [cos(—PB) —sen o [sen(—B) = cosa [cosB —send [(—senP) =
= cos 0 [tosf3 + sena [senf

Demostracién F6:

sen o [eosB cosa [sen 3
sen(a —f) _senaltosP—-cosalsen _ cosaltosP cosaleosB _ tga—-tgP
cos(O(—B)_cosaEcbosB+sen0(E<l;enB_COSGE&?OSB_'_SGDO(E‘EGDB_1+tg0([tg[3
cosa [kosP cosa [tosf3

tg(a—PB)=
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5. Razones trigonométricas del angulo doble y del Angulo mitad.

Razones trigonométricas del angulo doble

2tga

F7) sen20a=2[senalcosa F8) cos 2a =cos? a — sen?a F9) tg 20 = Tl

Demostracién F7: sen2a =sen (a +0a) =send [cosa +cosa [send =2 [send [cos

Demostracién F8: cos2a =cos (0 + a) = cos o [tos o —sen a [$en a = cos? o — sen?a

tgattga _ 2 [tga
1-tgalga 1-tga

Demostracién F9: tg2a =tg(a+a)=

Razones trigonométricas del angulo mitad

F10) sen|— =iwfl_cﬂ F11) cos| 2 =i‘/—1+cosa F12) tg| L |=2 /_1_0030‘
2 2 2 2 2 1+cosa

Demostracién F10:

a a a a
cos20 =cos?d —sen?0 = cosd =cos? [Ej - sen2(§j = cos0 =1-sen? [Ej - sen{;) =

_1-cosa

— cosa=1-2sen? 2] = 2sen? 2 |=1-cosa = sen?[Zd
2 2 2 2

a /l—cosa
= sen—|=%,/[——
(2j 2

Demostracién F11:

cos 200 =cos? 0 —sen?0 = cosO = cos? [%) - sen2[%j = cosO = cos? [%) - (1 - cos? [%D =
+
= cosq = cosz(%j -1+ cosz(%j = cosq = 2(:05{%) -1 = cos{%) - L+cosa

2
a 1+cosa
= cos|—|= _—
2 2

I+

Demostracién F12:

i\/2ml—cos0() :i\/l—cosa

2[{1 +cosq) 1+ cosa
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6. Transformaciéon de sumas y diferencias en productos.

F13) senda +senP=2[$en (O(ij [¢os (GT_B) F14) sena —senf3=2[tos (0‘ '2|‘ Bj [$en (0( 2— Bj

F15) cosa +cosB=2@os(a;B)&os(G_B) F16) cos0(—cos[3=—2E‘sen(a;-B)Dben(aT_Bj

Demostracién F13:

En el primer paso se hacen los cambios: a=x+

<
o)
1]
W
|
<

I
Q
+

™

1]
Q

|
o)

En el Gtimo paso se deshacen los cambios: X y

send +senf=sen(x +y) +sen(x —y) =senx [cosy + cosx [seny + senx [cosy —cosx [seny =

= 2 [$enx [¢osy = 2 [$en (GT_'-BJ @OS(G;BJ

Demostracién F14:

En el primer paso se hacen los cambios: a=x+y B=x-y
- . o+ a-
En el itimo paso se deshacen los cambios: X = 2 B y = 5 B

send —senf=sen(x +y) —sen(x —y) =senx [cosy + cosx [seny — (senx [cosy — cosx [seny) =

+ —
= senx [¢osy + cosx [$eny — senx [¢osy + cosx [$eny) = 2 [tosx [$eny = 2 [tos (GTBJ [$en (O(TBJ

Demostracién F15:

En el primer paso se hacen los cambios: a=x+y B=x-y
L, - . o+ a-
En el itimo paso se deshacen los cambios: X = 2 B y = 5 B

cosd +cosPB=cos(x +y)+cos(x —y) =cosx [cosy —senx [seny + cosx [cosy + senx [seny =

=2 [¢osx [tosy =2 @OS(G;_BJ @OS(G;BJ

Demostracién F16:

En el primer paso se hacen los cambios: a=x+

<
o)
1]
o
|
<

Q
+
™
|
Q
|
o)

En el Gtimo paso se deshacen los cambios: X =

[\
]

cos0 —cosP3=cos(x +y) —cos(x —y) =cosx [cosy —senx [seny — (cosx [cosy + senx [seny) =

+ —_
= cosx [tosy —senx [$eny —cosx [tosy — senx [$eny = —2 [$enx [$eny = -2 [$en (0( 2 Bj [$en (GTB)
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7. Resolucion de triangulos.

Resolver un triangulo consiste en averiguar el valor de sus tres lados y sus tres angulos.
Ademas de las definiciones basicas, para resolver un triangulo se pueden emplear la
estrategia de la altura, el teorema de los senos y el teorema del coseno.

A) Teorema de los senos

En un triangulo cualquiera, los lados son proporcionales a los senos de los angulos opuestos.

C
b a a = b = ¢
senA senB senC
Demostracién:
c Trazando la altura h desde el vértice C, se va a demostrar
. . b
la primera igualdad =
b a senA senB
h
(De forma analoga y trazando la altura desde A, se
A 3 B demostraria la segunda igualdad =_C

senB  senC’’

senA=E = h =bZenA
b a _ b

= benA =alienB = =
senA senB

senB=E = h =al%enB

El teorema de los senos se puede aplicar en los dos casos siguientes:
Caso 1. Que los datos sean dos angulos y un lado.
Ejemplo: resolver el tridngulo cuyos datos son: A = 55°, B=40° ¢ =15 cm

Primero se calcula el angulo que falta: C =180°-(A + B) =180°-95° = (C=85°

a _ c a _ 15 _ 15enb5°
= = = = a=—10112,33cm
senA senC senb5° sen85° sen85°
b __¢c b _ 15 N b:15 $en40 09,68 cm
senB senC sen40° sen85° sen85°

Caso 2. Que los datos sean dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos.
Ejemplo: resolver el tridngulo cuyos datos son: A=20°,a=3cm,b=4cm

a _ b 3 _ 4 . up=2Ben200  phorp
senA senB sen20° senB 3

Ahora ya se puede calcular el angulo que falta: C =180°-(A +B) 0180°-47° = (C [0133°

a _ c 3 ¢ _ 3[$enl133°
= = = = c=D———
senA senC sen20° senl133° sen20°

c 16,42 cm
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B) Teorema del coseno

En un triangulo cualquiera, el cuadrado de uno de sus lados es igual a la suma de los

cuadrados de los otros dos lados menos el doble del producto de ambos por el coseno del angulo

que forman.

C
a2=b2+c2-20RosA
a
) b2 =za? +c2 -2k [kosB
c2=za?+b2 -2 blkosC
A = B
Demostracion:

Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo
rectangulo de la derecha, se tiene que:

a? =h? +(c —x)?

B b2=hZ+x? = h2=b%-x2

Si se sustituye h? en la primera expresién, queda: a? =b? —x? +(c - x)2

a?=b2-x2+c2+x2-26% = a?=bZ+c?-20X

Del triangulo de la izquierda se deduce que: cos A =% = x=DbltosA

Sustituyendo x =b [¢os A en la expresién anterior queda: a? =b? +c¢? -2[b[¢ [tos A

(De forma analoga se demostrarian la segunda y tercera igualdades).

El teorema del coseno se puede aplicar en los dos casos siguientes:

Caso 1. Que los datos sean dos lados y el angulo que forman.

Ejemplo: resolver el tridangulo cuyos datos son: C =58°,a=7cm, b =10 cm

c2=a2+b2 -2 RosC = ¢2=72+102-2[700k0s58° = c2=149-140[¢0s58°

= c¢=+149-140¢0s58° = c [18,65cm

a c 7 _ 8,65

= senA :M

= = A [043°
senA senC senA senb8° 8,65

El angulo que falta es: B=180°-(A +C) 0J180°-101° = BO79°
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Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo
rectangulo de la izquierda, se tiene que:



Caso 2. Que los datos sean los tres lados.

Ejemplo: resolver el tridangulo cuyos datos son: a=10cm ,b=8 cm,c=13 cm

a?=b2+c2-2kleosA = 102=82+132-2[B03[kosA = 100=233-208[tosA =

= cosA=§ = A [050°

208
a_- b = 10 = 8 = senB=—8&en5O = B0O38°
senA senB senb0° senB 10

El angulo que falta es: C =180°-(A + B) 0180°-88° = (C [92°

Nota 1: el teorema del coseno también se puede aplicar en el caso en el que los datos sean dos
lados y el angulo opuesto a uno de ellos (caso 2 del teorema de los senos).

Nota 2: existen dos triangulos distintos con los siguientes datos: A =30°, a=3 cm, b =4 cm.

Germdn Leal Gallo © https:/ /blogsaverroes.juntadeandalucia.es/elojodeeuler / -10 -



