DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS. ?‘;\\
MATEMATICAS DE 3°ESO. O D

UNIDAD 8. PROBABILIDAD.

1IES LA BAHIA

MAPA CONCEPTUAL DE LA UNIDAD

EXPERIMENTO
ALEATORIO

tienie un
ESPACIO
MUESTRAL

esta torTadD por —|TIPOS

entre los

SUCESOS que hay
ALEATORIOS

tienen — I B R OPIEDADES |

ocurren segin un grado
de confianza llamado

[ PROBABILIDAD [—tiene —— PROPIEDADES |

DIAGRAMAS \
DE ARBOL en experiencias
TABLAS DE facilitan la irregulares

en experiencias

CONTINGENCIA[ 7 #Phea¢i0n - rogylares puede se calcula mediante
DIAGRAMAS ela se caleula con la |
e EXPERIMENTACION Y
APROXIMACION A
[REGLA DE LAPLACE] LA FREC. RELATIVA
SUCLS0S DEPENDIENTES |—5° analizan___| PROBABILIDAD
| /I mediante CONDICIONADA
pueden como por __[[EXTRACCIONES SIN
ser \ ejemplo REEMPLAZAMIENTO
: como por  [EXTRACCIONES CON
[INDEPENDIENTES [ eiemplo ~| REEMPLAZAMIENTO

German Leal Gallo © https:/ /blogsaverroes.juntadeandalucia.es /elojodeeuler/



1. Experimento aleatorio. Espacio muestral.

Un experimento sobre cualquier fenémeno observable del mundo real puede ser determinista o
puede ser aleatorio.

Un experimento determinista es aquel cuyo resultado se puede conocer antes de realizarse;
en otras palabras, es aquel cuyo resultado no depende del azar, cuyo resultado se puede
predecir. Por ejemplo, "soltar un boligrafo en el aire" o "ponerse debajo de un grifo abierto" son
experimentos deterministas.

Un experimento aleatorio es aquel cuyo resultado no se puede predecir; dicho de otra
forma, es aquel cuyo resultado depende del azar. Por ejemplo, "acertar el nimero ganador del
primer premio del sorteo de Navidad" o "acertar el nimero que va a salir al lanzar un dado"
son experimentos aleatorios.

Por lo tanto, un experimento aleatorio genera una situacion de incertidumbre, en la que no
se conoce 0 no se puede predecir con certeza el resultado final.

Se llama espacio muestral al conjunto de todos los resultados posibles de un experimento
aleatorio. Se representa por E.

Ejemplo 1: en el experimento aleatorio "girar la flecha de una ruleta dividida en cuatro
sectores de colores amarillo, azul, rojo y verde", el espacio muestral es E={Am, R, Az, V}

Ejemplo 2: en el experimento aleatorio "lanzar un dado con seis caras", el espacio muestral es
E={1,23,4,5,6}

Ejemplo 3: en el experimento aleatorio "lanzar una moneda", el espacio muestral es E={C, X }

Ejemplo 4: en el experimento aleatorio "lanzar dos monedas", el espacio muestral es
E={CC, CX, XC, XX}

Diagramas de arbol para determinar el espacio muestral

El diagrama de arbol es un grafico que se construye indicando, como si fueran ramas de un
arbol, los posibles resultados un experimento aleatorio. Las ramas finales del arbol ofrecen los
distintos sucesos elementales que componen el espacio muestral.

Ejemplo 1: en el experimento aleatorio "lanzar una /\
moneda y un dado de seis caras", el espacio muestral es o

E ={Cl1, C2, C3, C4, C5, C6, X1, X2, X3, X4, X5, X6 } AN

23456 123456
]

1
] N
C1C2C3C4C5C6 X1 X2X3 X4 X5 X6

X

Ejemplo 2: el ment de un restaurante consta de primer plato (a elegir entre sopa o ensalada) y
segundo plato (a elegir entre carne, pescado o verduras). El conjunto de los posibles ments es:

Mend1 gC

c E = { Sopa/Carne, Sopa/Pescado, Sopa/Verduras,
g Mend2 gop Ensalada/Carne, Ensalada/Pescado,
E

- Ensalada/Verduras }
Mena( 3 5\

P
V
C Menid gr o abreviadamente E = { SC, SP, SV, EC, EP, EV }
P
V

Mena & EP
Men( 6 EV
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2. Sucesos. Operaciones con sucesos.

Se llama suceso de un experimento aleatorio a cada uno de los subconjuntos del espacio
muestral asociado. Los sucesos se representan por letras mayusculas: A, B, C, ...

Tipos de sucesos

T1. Suceso elemental: aquel formado por un solo resultado.
T2. Suceso compuesto: aquel formado por dos o mas resultados.

T3. Suceso seguro: aquel que ocurre siempre. El suceso seguro estda formado por todos los
resultados posibles, es decir, el espacio muestral E.

T4. Suceso imposible: aquel que no ocurre nunca. Se representa por .

T5. Unién de sucesos: dados los sucesos A, B, el suceso unién de A y B es el que se realiza
cuando ocurre A o ocurre B. Se representa por AUB. El suceso AUB se compone de los sucesos

elementales que hay en A o hay en B.

T6. Interseccion de sucesos: dados los sucesos A, B, el suceso intersecciéon de A y B es el que
se realiza cuando ocurren A y B al mismo tiempo. Se representa por ANB. El suceso ANB se

compone de los sucesos elementales comunes de Ay B.

T7. Sucesos incompatibles: dos sucesos A y B son incompatibles si su interseccién es el
suceso imposible, es decir, si ANB = @. En caso contrario, se dice que son compatibles.

T8. Sucesos contrarios (complementarios): dado un suceso A, el suceso contrario de A es
aquel que se realiza cuando no ocurre A. Se representa por AC. El suceso AC se compone de
todos los sucesos elementales de E que no estan en A.

— La unién de un suceso y su contrario da como resultado el espacio muestral: AUAC = E

— Dos sucesos contrarios son incompatibles: ANAC =&

T9. Diferencia de sucesos: dados los sucesos A, B, el suceso diferencia de A y B es el que se
realiza cuando ocurre A y no ocurre B al mismo tiempo. Se representa por A—B.

El suceso A—B equivale a la interseccién de A y B€, es decir, A-B=A N B¢

Propiedades de las operaciones con sucesos
P1. El contrario de la unidén es la interseccion de los contrarios: (AUB)¢ = A¢ N BC
P2. El contrario de la interseccion es la unién de los contrarios: (ANB)¢ = AC U B€

P3. El contrario del suceso contrario coincide con el suceso de partida: (A€)¢=A

Ejemplo 1: en el experimento aleatorio "lanzar tres monedas y anotar si ha salido cara o cruz",
el espacio muestral es E = { CCC, CCX, CXC, XCC, CXX, XCX, XXC, XXX}

El suceso A = "no salir ninguna cara" es A = { XXX }. A es un suceso elemental.
El suceso B = "salir exactamente una cara" es B = { CXX, XCX, XXC }.
El suceso C = "salir al menos una cara" es C ={ CCC, CCX, CXC, XCC, CXX, XCX, XXC}

By C son sucesos compuestos ya que estan formados por dos o mas resultados.

A y B son sucesos incompatibles ya que ANB = &

C es el suceso contrario de A (C = AC€). Obsérvese que AUC=E y ANC=92
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Ejemplo 2: en el experimento aleatorio "extraer una bola de una urna que contiene diez bolas
numeradas del 1 al 10", el espacio muestrales E={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

El suceso A = "salir nimero primo" es A={2,3,5, 7}
El suceso B = "salir namero par"es B={2, 4,6, 8, 10}

El suceso ANB = { 2}, es decir, el suceso "salir nimero primo y par", que también se puede

expresar como el suceso "salir dos".

El suceso AUB=1{2, 3,4, 5,6, 7,8, 10 }, es decir, "salir nimero primo o par", que también se

puede expresar como "no salir uno ni nueve".
El suceso C = "salir cero" es suceso imposible. Se escribe C = &

El suceso D = "salir un natural comprendido entre uno y diez" es suceso seguro. Obsérvese que
coincide con el espacio muestral E.

Por otra parte, obsérvese que se cumplen las siguientes propiedades:

P1. El contrario de la unidén es la interseccion de los contrarios: (AUB)¢ = A¢ n B€
A€={1,4,6,8,9, 10} B¢={1,3,57,9} (AUB)¢={1,9}=AcnNnBC

P2. El contrario de la interseccion es la unién de los contrarios: (ANB)¢ = AC U B€
AC={1,4,6,89 10} B¢={1,3,5,79} (ANB)¢=1{1,3,4,5,6,7,8,9,10 } = ACU B¢

3. Regla de Laplace. Propiedades de la probabilidad.

En el lenguaje cotidiano, para referirse a los distintos resultados de un experimento aleatorio
"nn nn nn

suelen utilizarse expresiones del tipo: "es seguro", "es muy posible", "probablemente", "es poco
probable" o "es imposible" que ocurra. Estas expresiones no son del todo precisas.

El Calculo de Probabilidades es la rama de las matematica que mide las posibilidades de
que algo ocurra. El estudio de la Probabilidad se inicia con la regla de Laplace. Fundamentada
en la Ley de los Grandes Numeros, esta regla permite calcular la probabilidad de un suceso en
un experimento regular. La regla de Laplace afirma que:

En un experimento aleatorio regular, la probabilidad de un suceso A es el cociente entre
el namero de casos favorables al suceso A y el niumero de casos posibles del experimento.

P(A) = N° de casos favorables al suceso A

N° de casos posibles

Casos favorables a un suceso A son todos los sucesos elementales de los que se compone el
suceso A.

Casos posibles son todos los resultados posibles del experimento, es decir, todos los sucesos
elementales que componen el espacio muestral.

Como consecuencia de la regla de Laplace, la probabilidad de un suceso es el grado de
posibilidad que tiene de ocurrir medido en una escala de 0 a 1 (o porcentual de 0 a 100).

— Cuanto mas probable sea un suceso, mas cercana es su probabilidad al valor 1, alcanzando el
suceso seguro una probabilidad exactamente igual a 1 (6 del 100%).

— Cuanto menos probable sea un suceso, méas cercana es su probabilidad al valor 0, alcanzando
el suceso imposible una probabilidad exactamente igual a 0 (6 del 0%).
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Importante: la regla de Laplace sélo es valida si el experimento aleatorio es regular, es decir,
s1 todos los sucesos elementales que forman el espacio muestral, tienen la misma probabilidad
de ocurrir (sucesos equiprobables).

Para evitar errores al aplicar la regla de Laplace, conviene expresar el espacio muestral de
forma ordenada y asegurarse con ello de que todos los sucesos elementales son equiprobables.

Ejemplo 1: en el experimento aleatorio "lanzar un dado", el espacio muestral es
E={1,23,4,5,6}

Dados los sucesos: A ="salir un tres" B = "salir multiplo de tres" C ="salir par"

La regla de Laplace establece que: P(A) =% do16 P(B) =% 00,33 P(C) =% =05

Ejemplo 2: en el experimento aleatorio "extraer una carta de la baraja espanola", el espacio
muestral estd formado por las cartas numeradas del 1 al 12 (exceptuando el 8 y el 9) en cada
uno de los cuatro palos: oros, copas, espadas y bastos. En total, 40 cartas (naipes).

Dados los sucesos: A ="salir as" B ="salir figura" C ="salir espadas"

4 12 10
L la de Lapl tabl : P(A)=—=01 PB)=—=03 P(C)=—=0,25
a regla de Laplace establece que: P(A) 10 (B) 20 ©) 10

Propiedades de la probabilidad

P1. La probabilidad de un suceso siempre es un valor comprendido entre cero y uno.
0<P(A)<1

P2. La probabilidad del suceso seguro es uno y la probabilidad del suceso imposible es cero.
PE)=1 P(@)=0

P3. La probabilidad de un suceso y la de su contrario siempre suman uno.

P(A®) =1-P(A) P(A) =1 - P(A°)
P4. Dados dos sucesos A y B, siempre se cumple que: P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB)
Como consecuencia, si A y B son incompatibles, entonces P(AUB) = P(A) + P(B)

P5. Dados dos sucesos A y B, siempre se cumple que: P(A) = P(AnNB) + P(ANBC)
P6. Dados dos sucesos A y B, siempre se cumple que: P(A¢ N B¢ =1 - P(AUB)

P7. Dados dos sucesos A y B, siempre se cumple que: P(A-B) = P(A) — P(ANB)

Ejemplo 1: en el experimento aleatorio "extraer una bola de una bolsa que contiene bolas
numeradas del 1 al 8", consideremos los sucesos:

A ="salir par" B ="salir impar" C ="salir multiplo de tres"
A=1{2,4,6,8} B={1,3,57} C={3,6} E={1,2,34,56,7,8}

Propiedad 4 Los sucesos A y C son compatibles

P(AUC) = P(A) + P(C) — P(ANC) = §+

Propiedad 4 Los sucesos A y B son incompatibles P(AUB) = P(A) + P(B) = % +% =1
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Ejemplo 2: de los 250 estudiantes de un centro de
idiomas, 120 estudian inglés, 70 estudian francés y A

. . , , . . B
40 estudian inglés y francés. Si se elige un
estudiante al azar, calcular la probabilidad de que:
a) Estudie Inglés o Francés.
b) No estudie Inglés ni Francés.
c¢) Estudie sélo Inglés. 100

250

d) Estudie sé6lo Francés.

Nombrando los sucesos A = "estudiar Inglés" y B = "estudiar Francés", se tiene lo siguiente:

a) La probabilidad de que estudie Inglés o Francés es 0,60

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) =

120 70 40 _150 _3 _
+ = - =22 222060
250 250 250 250 5

b) La probabilidad de que no estudie Inglés ni Francés es 0,40 [se puede hallar de dos formas]

P(A¢ N B¢ =1-P(AUB) =1 - 0,60 = 0,40 P(A°NB°) = 950" 5" 0,40
c¢) La probabilidad de que estudie s6lo Inglés es 0,32
120 40 80 8
P(A-B)=P(ANBC)=P(A)-P(ANB) =2 - = = = ° -39
( ) (ANBY) (A)-PANE) 250 250 250 25
d) La probabilidad de que estudie s6lo Francés es 0,12
P(B-A) = P(BNAC)=P(B)-PBNA)=—2 40 _30 _3 _4i9

250 250 250 25

Ejemplo 3: dados dos sucesos A y B tales que P(A) =%, P(B) =% y P(ANB) =i, calcular

las siguientes probabilidades: P(A¢) P(B¢ PAuUB) PA-B) PB-A)

Propiedad 3 P(AC)=1-P(A)=1-1=1 P(BC)=1-P(B)=1-1L=2
2 2 3 3
. 1. 1 1_7
Propiedad 4 P(AUB)= PA)+PB)-PAMB)= —+—-—=—
2 3 4 12
. 1 1_1
Propiedad 7 P(A-B)=P(A)-P(AB) =511
. 1 1_1
Propiedad 7 P(B-A)=PB)-P(BNA)= b = o
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4. Sucesos independientes.

Se llama experimento aleatorio compuesto al formado por varios experimentos simples
que se realizan de forma consecutiva. Por ejemplo:

— Extraer dos naipes de una baraja con/sin reemplazamiento.
— Lanzar un dado dos veces.
— Lanzar a canasta dos tiros libres.

— Extraer una bola de una urna y extraer una bola de otra urna diferente.

Dado un experimento aleatorio compuesto, se dice que A y B son sucesos independientes si
la realizacién de uno de ellos no cambia la probabilidad del otro.

A y B son independientes <  P(ANB) =P(A) - P(B)

Extracciones con reemplazamiento

En extracciones sucesivas con reemplazamiento o devoluciéon, los sucesos son
independientes.

Ejemplo: se extraen, uno tras otro, dos naipes de la baraja espafola con reemplazamiento.
Calcular la probabilidad de extraer consecutivamente dos reyes.

A ="salir rey en la primera extraccion" B = "salir rey en la segunda extraccion"

Al tratarse de una extraccién con reemplazamiento, los sucesos A y B son independientes.

Por lo tanto, P(ANB) = P(A) - P(B) = 4/40 - 4/40 = 0,01

Diagramas de arbol para calcular probabilidades

Para calcular probabilidades del tipo P(ANB) en un experimento compuesto, se puede
organizar la informacién mediante un diagrama de arbol.

Ejemplo 1: en una urna hay tres bolas
blancas y dos negras. Se extrae una bola 95

al azar, se anota su color y se devuelve a la <

urna. A continuacién se extrae otra bola al / 315~

azar y se anota su color. 215 2'BLANCA
Calcular la probabilidad de que en las dos /

extracciones se obtengan: -

a) Dos bolas negras. 3/5 95 --—-"""—

b) Dos bolas blancas. \__FBL ANCA
c¢) Una bola de cada color. < S 2°BLANCA

a) P(dos bolas negras) = P*N N 2°N) = P(1°N) - P(2*N) :g D?; - 2;45
— a a — a a — 3 i — 9
b) P(dos bolas blancas) = P(1*°B n 2°B) = P(1*°B) - P(2°B) = ET 0

¢) P(una bola de cada color) = P([1°N N 2°B] U [1°B N 2°N] ) = P(1°N N 2*°B) + P(1°B N 2°N) =

2 3 6 6 _12
=P(1°N) - P(2°B) + P(1°B) - P(2°N) = S [ +-F =—+—="2
()~ FE'B) ('B)- PE'N) 55 b5 5 25 256 25
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Ejemplo 2: se lanza un dado dos veces consecutivamente. Calcular la probabilidad del suceso
A ="no salir tres en ninguno de los dos dados"

B o

1/6 5/6 —[ 2°NO SALE 3|
Diagrama de arbol ~

< —ESE
5/6 1/6 2°SALE 3

N[1°NO SALE 3]<<_

5/6—T2°NO SALE 3]

Como el suceso A se compone de dos sucesos independientes, se tiene que:

P(A) = P(1°No sale 3 N 2°No sale 3) = P(1°No sale 3) - P(2°No sale 3) = % ; =%

Nota: obsérvese que el espacio muestral (compuesto) esta formado por 36 sucesos elementales
E = { (1’1)7 (]‘72)’ (173)’ ce (17 6)7 (2’]‘)’ (272)’ ccy (276)’ ey 0y 00y (67]‘)’ (6’2)7 ceey (676)}

Se podria calcular, mediante la regla de Laplace, P(A) = 25/36 contando los 25 casos
favorables al suceso A. Sin embargo, este camino no es muy aconsejable cuando el espacio
muestral esta formado por un elevado nimero de sucesos elementales.

5. Sucesos dependientes. Probabilidad condicionada.

Dado un experimento aleatorio compuesto, se dice que A y B son sucesos dependientes si la
realizacion de uno de ellos cambia la probabilidad del otro.

A y B son dependientes < P(ANB) = P(A) - P(B/A)
donde P(B/A) es la probabilidad de B sabiendo que ha ocurrido A. Se lee "probabilidad de B
condicionado a A"
Extracciones sin reemplazamiento

En extracciones sucesivas sin reemplazamiento o devolucién, los sucesos son
dependientes.

Ejemplo: se extraen, uno tras otro, dos naipes de la baraja espafnola sin reemplazamiento.
Calcular la probabilidad de extraer consecutivamente dos reyes.

A ="salir rey en la primera extraccion" B ="salir rey en la segunda extraccién"

Al tratarse de una extracciéon sin reemplazamiento, los sucesos A y B son dependientes.

Por lo tanto, P(ANB) = P(A) - P(B/A) = 4/40- 3/39 = 1/130 = 0,0077

Diagramas de arbol para calcular probabilidades

Para calcular probabilidades del tipo P(ANB) en un experimento compuesto, se puede
organizar la informacion mediante un diagrama de arbol.
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Ejemplo: se extraen sin reemplazamiento E
dos bolas sucesivamente de una urna que 47| 2'BLANCA

contiene tres bolas negras y cinco bolas P 1*BLANCA < a7
blancas. 5/8 ——2°NEGRA

Calcular la probabilidad de que en las dos ~~

extracciones se obtengan: ~
3/8 a

a) Dos bolas negras. N 5/7— 2. BLANCA
b) Dos bolas blancas. < 2!“7_____
¢) Dos bolas de diferente color. -

— a a — a a a j— 3 ﬁ — 3
a) P(dos bolas negras) = P(1°N N 2°N) = P(1°N) - P(2*N/1*N) = %70

— a a — a a a _ 5 4 _ 5

b) P(dos bolas blancas) = P(1°B N 2*°B) = P(1°B) - P(2°B/1°B) = 3 [—I7— VY

c¢) P(una bola de cada color) = P([1°N n 2°B] U [1°B n 2°N] ) = P(1°N N 2°B) + P(1°B n 2°N) =

- PA*N) - (2*B/1°N) + P(1°B) P(@*N/1*B) = S R + 2 =15 ,15 _30 _ 15
87 87 56 56 56 28

Foérmulas para la probabilidad condicionada

Si dos sucesos A y B son dependientes, entonces se cumplen las siguientes formulas:

F1. P(ANB)=P(A)-P(B/A) 6 P(ANB)=P(B)-P(A/B)  [invirtiendo el orden de Ay B]

P(ANB) p(a/B) = PANB)

F2. P(B/A)= 6
P(A) P(B)

[ invirtiendo el orden de Ay B]

Ejemplo 1: en un grupo el 60% de los estudiantes aprueban Economia y el 45% aprueban
Matematicas. Se sabe ademéas que la probabilidad de aprobar Economia habiendo aprobado
Matematicas es del 75%. Elegido un estudiante al azar, calcular la probabilidad de que:
a) Haya aprobado las dos asignaturas.

b) Haya aprobado Matematicas, sabiendo que aprobé Economia.

Se nombran los sucesos A =" aprobar Matematicas " y B =" aprobar Economia ".
a) P(aprobar las dos asignaturas) = P(AnB) = P(A) - P(B/A) = 0,45 0,75 = 0,3375

P(ANB) _ 03375

b) P(aprobar Matematicas / aprobé Economia) = P(A/B) =
P(B) 0,60

=0,5625

Ejemplo 2: al lanzar dos dados al aire, calcular la probabilidad de que saliese algin tres,
sabiendo que la suma de los puntos obtenidos fue siete.

Se nombran los sucesos A ="salir una suma de siete puntos" y B ="salir algtin tres".
Con esta notacién, lo que se pide es P(B/A)

A={(1,6),(2,5),(3,4),4,3),5,2),(®6,1)} AnB={(@3,4),4,3)}

Por lo tanto, P(B/A) = P(l‘:‘(g)B) _ 2; 2g :% 0033
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Ejemplo 3: dados dos sucesos Ay B tales que: P(A)=1/2 PB)=1/3 PANB)=1/4
Calcular P(B/A) y P(A/B)

PANB) _1/4 _. , pa/B) = FANB) _1/4_3

PBIN="5n 172 PB) 1/3 4

Tablas de contingencia

En ocasiones, para el calculo de probabilidades condicionadas, es de enorme utilidad organizar
la informacién mediante una tabla de doble entrada llamada tabla de contingencia.

Ejemplo: se ha realizado un estudio sobre el uso de ordenadores y tablets entre los jévenes. De
entre 45 chicos y 55 chicas encuestados, los que afirman utilizar habitualmente ordenador han
sido 25 chicos y 45 chicas. El resto dice utilizar habitualmente tablets. Si se elige uno de los
jovenes al azar, calcular la probabilidad de que:

a) Use habitualmente tablet.
b) Sea chica, sabiendo que usa tablet.
¢) Use ordenador, sabiendo que es chico.

Esta es la tabla de contingencia:

Chicas | Chicos | Total Se nombran los sucesos con letras mayusculas:
Ol:i‘ielr)llador 112 3(5) ;8 A ="ser chica" B = "ser chico"
ablet
Total 55 45 100 C = "usar ordenador" D = "usar tablet"
30

P tablet) = P(D) = — =0,30
a) P(usar tablet) D) 100

b) 1* forma: P(sea chica / usa tablet) = P(A/D) = % =033

2% forma: P(sea chica / usa tablet) = P(A/D) = P(QB)D) = 11000 + 136% = % =0,33

¢) 1° forma: P(use ordenador / es chico) = P(C/B) = % - 055

PCNB) _ 25 45 _25_, -

2% forma: P(use ordenador / es chico) = P(C/B) = : === =
P(B) 100 100 45
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