DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS. ?‘;\\
MATEMATICAS II DE 2°BACHILLERATO. O ):)

UNIDAD 2. CALCULO DE PRIMITIVAS.

1IES LA BAHIA

1. Integral indefinida de una funcién.

Dada una funcién f, se dice que una funcién F es una funcion primitivadef si F' =f.
Ejemplo 1: F(x) = Inx es primitiva de f(x) = L porque F'(x) =f(x)

X
Ejemplo 2: F(x) = senx es primitiva de f(x) = cosx porque F'(x) =f(x)

Si1 una funcién tiene primitiva, entonces tiene infinitas primitivas, las cuales se diferencian
todas ellas solo en una constante.

Demostracién: si F es una funciéon primitiva de una funcién f, entonces F + k, k € R, también

es funcién primitiva de f yaque (F+k) =F +k'=F +0=F =f

Se llama integral indefinida de una funcién f al conjunto de todas sus primitivas.

Se representa por J.f (x) dx . Se lee "integral indefinida de f(x) respecto a x".

La funcién f recibe el nombre de integrando y la variable x se llama variable de integracién.

Si F es una primitiva de f, entonces J.f(x) dx =F(x) +k, donde k € R

Al nimero k € R se le llama constante de integracion.

Ejemplos: J.ldx=lnx+k keR J.cosx dx=senx+k keR
X

Propiedades de la integral indefinida

P1. La integral del producto de un nimero real por una funcién es igual al producto de dicho

numero por la integral de la funcién: J.c H(x)dx =c [J.f(x) dx VceR

P2. La integral de la suma/resta de dos funciones es igual a la suma/resta de las integrales de
cada funcién: j (F(x) + g(x)) dx = j f(x) dx + _[ o(x) dx

Ejemplo: J.(ex +3cosx —5) dx =J.ex dx +3 Ej.cosx dx —J.5 dx =e* +3senx-b5x+k keR

Nota: la integral del producto de funciones, en general, no es igual al producto de las
integrales de cada funcién: J' £(x) (B(x) dx # j f(x) dx [J' o(x) dx
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2. Integrales inmediatas.

En la siguiente tabla, la letra u representa a una funcién que depende de x, es decir, u = u(x)
y el namero real k esla constante de integracion.

TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS

ELEMENTALES COMPUESTAS

cdx=ck+k ceR
N m+1l . um+1
xm dx =X +k meQ m#-1 u™ ' dx = +k meQ m#-1
. m-+1 J m+1
ldx =ln|x|+k lﬁlldx =ln|u|+k
L4 X L4 u
e*dx =e* +k e''dx =e* +k
~ ax ~ a.u
a*dx = +k acR a>0 a ' dx = +k acR a>0
. Ina . Ina
senx dx =—cosx +k Isenu 01 dx =—cos(u) +k
cosx dx =senx +k J.cosu 1’ dx =sen(u) +k

L dx=tgx +k [ L dx =tg(w) +k
J cos®x cos”u
(1 +tg2x) dx =tgx + k j A +tg?u) ' dx = tg(u) +k
. 1 1 ,

5 dx =-cotgx+k J- 5 i’ dx =—cotg(u) +k
J sen“x sen“u
(1+cotg?x) dx = —cotgx +k J.(1+cotg2u) A1’ dx = —co tg(u) +k
[_1 dx =arctgx +k j 1 i’ dx =arctg(u) +k
J1+x? 1+u?
r 1 1
————dx =arcsenx +k (1’ dx =arcsen(u) + k
J\1-x2 '[\/1—u2

3. Integracion por cambio de variable.

Consiste en sustituir la variable x por otra variable t, utilizando alguna relacién matematica
entre ambas. El éxito final depende de una eleccién adecuada del cambio de variable.

Nota: al aplicar este método hay que tener en cuenta lo siguiente: df(x) =f'(x) [lx

sen4x

+k

. _ dt 1 1 _
Ejemplo 1: jcos4x dx —J.costZ —chost dt —ZE{;ent+k =

CV 4x=t = d4x)=dt = 4ldx=dt = dx=(dt/4)

9 2 9
Ejemplo 2: J'Gxtw +25)8 dx:J'GEtS%:gth dt:3%+k:%+k

CV x?2+425=t = dx?+25)=dt = 2xMx=dt = x[Mx=(dt/2)
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ln‘G + x3‘

+k

. x? 1 dt _
jemplo 3 [~ dx = [j dt = Dn|t|+k—
CV 6+x?=t = d6+x3)=dt = 3xZMx=dt = x?0x=(dt/3)

35x+1
~ 5In3

+k

Ejemplo 4: .[35"” dx = .[Bt [J-3t = % D3_3

CV 5x+1=t = d(Bx+1)=dt = B5hx=dt = dx=(dt/5)

4. Integracion por partes.

Consiste en separar la expresion f(x) [dx en dos partes, u(x) y dv(x), teniendo en cuenta que la
parte identificada con dv(x) debe incluir (al menos) al término dx.

Después se aplica la siguiente férmula: J.u(x) fdv(x) = u(x) r(x) - J.V(X) [du(x)

Ejemplo 1:
3 3 3 3 3

sz Inx dx =Iu(x) Cdv(x) =X—1nx—jx—[—ll—dx =X—lnx—lj‘x2 dx == Inx-2 +k keR
3 3 X 3 3 3 9

3
ux)=lnx = du(x)= 1 Ldx dv(x)=x2dx = v(x)= J-xz dx = X?
X

Ejemplo 2: IX@X dx =J.u(x)Eiv(x)=x®X —J.eX Olx =x[*-e*+k keR

u(x)=x = du(x)=104dx dv(x)=e*dx = v(x)= J‘ex dx =e*

Ejemplo 3: J‘Inx dx =J‘u(x) [dv(x) =x[lnx—jx|§l1—ﬂix =xOnx-x+k keR
X

ux)=lnx = du(x)= 1 Ldx dv(x) =dx = v(x)= .[1 dx =x
X

Ejemplo 4: J.xz Benx dx = —x2cosx — J.(—cosx) @x dx = -x2cosx + 2J.x [tosx dx =

2 cosx + 2 [{x Benx + cosx) + k = —x? cosx + 2x [Benx + 2cosx + k keR

=—x
ux)=x? = du(x)=2x0x dv(x) =senx dx = v(x)= jsenx dx = —cosx

jx [¢osx dx =x [$enx —J‘(senx) 1 dx =x [$enx — (—cosx) = x [$enx + cosx

ux)=x = dux)=10x dv(x) =cosxdx = v(x)= J.cosx dx = senx
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5. Integracion de funciones racionales.

Dada una integral del tipo I % dx, donde p(x), q(x) son polinomios, se trata de expresar el
q(x

integrando como suma de fracciones, cada una de ellas con un polinomio irreducible por
denominador. En el Gltimo paso de este método, hay que aplicar alguna de estas integrales:

1 1

dx = +k keR n=1
(x—-a)® 1-n)dx -a)»™!

j 1 dx=1n|x—a|+k J-

X—a

Caso 1. Grado (p(x)) < Grado (q(x))
Caso 1.1. Todas las raices del polinomio q(x) son reales y simples.

Ejemplo: J. o bxol dx Las raices de q(x) son 3 (simple) y 4 (simple)
x2 —Tx +12

Primero se averigua la expresiéon del radicando como suma de fracciones:

6x -1  _ A + B N bx -1  _ Al(x-4) N Bl(x-3)
x2-Tx+12 x-3 x-4 x2-Tx+12 (x-3)dx-4) (x-3)[x-4)

= bx-1=(A+B)x-4A-3B = A+B=5 -4A-3B=-1 = A=-14,B=19

19
X -

5x -1 dX:J'—léL

— dx =—141n|x—3|+191n|x—4|+k keR
x4 —-Tx+12

Por lo tanto, J. dx + j

X —

Caso 1.2. Todas las raices del polinomio q(x) son reales pero alguna/s son multiples.

2
Ejemplo: J. %dx Las raices de q(x) son 1 (doble) y —2 (simple)
x° —3x

Primero se averigua la expresiéon del radicando como suma de fracciones:

2x2+2x: A +B+C
x3-3x+2 (x-12 x-1 x+2

2x? +2x _ Allx +2) +Bﬂx—1)(x+2)+ Clx -1)2
x3-3x+2 (x-120x+2) (x-1)?20Ox+2) (x-1)20x+2)

= 2x2+2x=Ax+2)+Bx-DE+2)+CHx-1)? =

— B+C=2 A+B-2C=2 2A-2B+C=0 = Az%,Bz%,C:%
En consecuencia,
2 _
J—2X * 2% dx=é 1 x+E 1 dx+éj‘ 1 dx = 4 +1—41n|x—1|+é1n|x+2|+k
X3 — 3x +2 3 (x-1)2 9Jx-1 9lx+2  “3x-1) 9 9
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Caso 1.3. En la factorizacion del polinomio q(x) aparece algiin polinomio de segundo
grado irreducible (equivalentemente, q(x) tiene raices complejas).

En este caso, la descomposicién del radicando como suma de fracciones presenta algun
Mx +N

sumando de la forma Zabrto donde el polinomio x2 +bx +c es irreducible.
x“+bx +c

Si las dos raices complejas conjugadas del polinomio x2+bx+c son uzvli, entonces la
integral de este sumando es de la forma neperiano — arcotangente:

J-de :Mln‘xz +bX+C‘+Marctg X~u +k
x2+bx+c v v
Demostracién:

Mx +N M(x —u) Mu+N

—dx= | —————dx+ | —
jx2+bx+c j(x—u)2+v2 j(x—u)2+v2
__J- 2(x —u) x+(Mu+N)j 1 dx =

(x—u)? +v2 (x —u)? +v2

=M1n‘(x_u)2 +V2‘+Mu+Nj 1/v g _

2 A [(x=u)/v]
=M1n‘x2 +bx+c‘ +Ma]fctg(X _uJ +k

2 v \Y
Ejemplo 1: J’#dx x3-xZ+x-1=(x-1)Ox2+1) x2 +1 es irreducible

x° -x“+x-1

Las raices de q(x) son 1 (simple) y las complejas 1

Primero se averigua la expresion del radicando como suma de fracciones:

x+5 _ A +Mx+N N x+5 _ Ax2+1) +(Mx+N)Eﬂx—1)
x3-x2+x-1 x-1 x%2+1 x?-x2+x-1 (x-1DOx2+1) (x-1)Ox%+1)

= x+5=Ax?2+1)+Mx+N)[{x-1) = A+M=0,N-M=1,A-N=5 =

= A=3M=-3,N=-2

En consecuencia,

J-X3 _i;fx_ldx=.[x3_1 dx+j_X3'2X+_12 dx=3jxl_1 dx—BJ-X2X+1 dx—2.[le+1 dx =

__I 2 +1 X_zsz

1 dx = 31n|x —1| —§1n‘x2 +1‘ - 2arctgx + k
+1 2
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dx  x3+1=(x+1)[x2-x+1) x2 -x +1 es irreducible

Ejemplo 2: J. 1
x3 +1

Las raices de q(x) son —1 (simple) y las complejas 31731

Primero se averigua la expresion del radicando como suma de fracciones:

1 _ A +Mx+N N 1 _ AQx?2-x+1) +(Mx+N)Hx+1)
x3+1 x+1 x%2-x+1 x3+1 (x+D)Ox%2-x+1) (x+1)Ox2-x+1)

= 1=A0x2-x+1)+(Mx+N)Qx+1) = A+M=0M+N-A=0,A+N=1 =

= A=1/3,M=-1/3,N=2/3

En consecuencia,

.[ 1 dX:lJ‘LdX"'J‘MdX:lln|X+1|_lln‘X2_X+1‘+£arctg 2x-1),
x5 +1 3Jx+1 %2 -x+1 3 6 3 \/g

Caso 2. Grado (p(x)) = Grado (q(x))

En este caso, se realiza la divisién de polinomios, obteniéndose un polinomio cociente c¢(x) y un
polinomio resto r(x), donde grado(r(x)) < grado(q(x)).

Dado que en toda division se cumple que p(x) = q(xX) ' c(x) + r(x), si se divide toda la expresién

por q(x) se obtiene la igualdad pX) _ c(x) +@

donde grado(r(x)) < grado(q(x)).
a(x) q(x)

En consecuencia, se puede expresar J‘%dx = jc(x) dx + j rEX; dx, donde la primera integral
qX qX

es la de un polinomio y la segunda pertenece al caso 1.

2x +2

x“ -4

x3 —2x + 2
2

x3 —=2x +2

5 dx

Ejemplo: para hallar I dx, se descompone I dx=jx dx + I

X X

expresion obtenida mediante la divisién de x® —2x +2 entre x2 -4

Como la segunda integral pertenece al caso 1, se averigua la expresién del radicando como
suma de fracciones:

2x+2 A N B N 2x+2 Alx+2) + BOx-2)

x2-4 x-2 x+2 x2-4 (x-2)Ux+2) x-2)Qx+2)

. 9x+2=Alx+2)+Bx-2) = A+B=2 2A-2B=2 — Azg,Bzé

En consecuencia,

J‘X3—2X+2

3 1 1 1 x2 3 1
o dx=J-xdx+§.[ _2dx—§jx+2dx =?+§ln|x—2|—§1n|x+2|+k

X X
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Nota: no necesariamente todas las integrales racionales tienen que resolverse siguiendo las
pautas indicadas anteriormente. Algunas de ellas se pueden resolver de forma mas sencilla
mediante alguna integral inmediata o un cambio de variable adecuado.

2x +1

1 1
Ejempl J' J' dt——+k— tk=-—— 1 4k keR
emplo | (x 22 2(x2 +x +1)2

CV x2+x+1=t = dxZ+x+1])=dt = ©2x+1)dx=dt

In/x* 7
Ejemplo 2: IX—H jlﬂd— — n |t|+k—M+k keR
X*+4x +7 4

CV x*+4x+7=t = dx*+4x+7)=dt = (“x*+4)Hx=dt = (x3+1)Bix=ﬁ

EjemploB"[ 2x I ——arct ¢ k=larct ﬁ +k keR
" Jo+xt 9+t2 g3 3 8 g

CV x2=t = dx?)=dt = 2x0dx=dt
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