DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS.

MATEMATICAS II DE 2°BACHILLERATO.

UNIDAD 7. RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO.
1IES LA BAHIA

1. Puntos y vectores en el espacio.

Se llama sistema de referencia en el espacio al conjunto formado por un punto fijo O

llamado origen y una base de vectores de V3. Se representa por { O; i,] ,E }.

Dados un sistema de referencia y un punto P del espacio, las coordenadas del punto P son
las coordenadas del vector OP respecto de labase B={1,], k }.

P(a,b,c) -~ OP=ali+bl+clk

Coordenadas de un vector determinado por dos puntos

Si dos puntos P y Q del espacio tienen coordenadas P (p;, py, p3) ¥ Q (a3, 99, 93), entonces las
coordenadas del vector ﬁi son ﬁi =(q; = P;1,92 — P2, q3 — P3)

Ejemplo: los puntos P(1, 3, —3) y Q(4, 5, 1) por una parte y los puntos R(2, 1, —2) y S(5, 3, 2),
por otra, determinan el mismo vector:

PQ=(4-1,5-3,1-(-3) =(3,2, 4) RS=(5-2,3-1,2-(-2)) =(3,2, 4)

Division de un segmento en partes iguales
En general, la divisién de un segmento de extremos P (p;, ps,P3) ¥ Q(d;,d9,93) en n partes

iguales se consigue hallando los puntos Mk, que cumplen OM,, = OP + Eﬁi 1<k<n-1
n

Casos particulares:
[ n =2 ] El punto que divide al segmento de extremos P (p;, py, P3), Q(d;,d9,q3) en 2 partes

iguales se llama punto medio. Si M es el punto medio = OM =O0P + %m

En consecuencia, las coordenadas del punto medio son M (pl ;ql , P2 ;qz , P3 ;qgj
Ejemplo: el punto medio del segmento de extremos P(1, 0, 1) y Q(5, 2, 3) es M(3, 1, 2)

[ n =3 ] La divisién del segmento de extremos P (p;, ps, P3), Q(q;,d9,q3) en 3 partes iguales
se consigue hallando los puntos M1 y M2 tales que:

0M1=0_P’+éP_Q’ 0M2=FP+§%
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2. Ecuaciones de un plano. Ecuaciones de una recta.

ECUACIONES DE UN PLANO

a) Ecuacion vectorial 1= OX =OP+ A1+ TR NpeR

M=(x,y,z)=(a,b,c) +A[{u;, uy, ug) + H{vy, vy, va) s N, p € R donde:
X(x, y, z) son las coordenadas de un punto general del plano (de los infinitos que tiene)
P(a, b, ¢) son las coordenadas de un punto concreto del plano
Ui =(uy,ug,u3), v=(vq, Vg, Vvy) son dos vectores no nulos y linealmente independientes que

determinan las direcciones del plano

Para cada pareja de valores distintos de los parametros X\, p, se obtiene un punto distinto

X(x, v, z) perteneciente al plano.
Ejemplo: el plano que pasa por el punto P(1, 0, 2) y cuyos vectores de direccién son
u=(2,4,-1) y v=(-1,1,2), tiene como ecuacién vectorial

xX,5,2)=(1,0,2) + A [(2,4,-1) +p[(-1,1,2); \, p € R
Al variar los valores de X\, p, se van obteniendo los distintos puntos contenidos en el plano.
—Para X =1, 1= -1, se obtiene el punto (4, 3, —1) perteneciente al plano.
— Para X = -2, u = 3, se obtiene el punto (-6, —5, 10) perteneciente al plano.

—Para X\ =0, . = 0, se obtiene el punto (1, 0, 2) perteneciente al plano.

X:a+}\ Dlll +HB71
b) Ecuaciones paramétricas m={y=b+A0i,+piy X\ peR
z=c+Alg +plys

Se obtienen de la ecuacién vectorial al igualar respectivamente las coordenadas.

Ejemplo: el plano que pasa por el punto P(1, 0, 2) y cuyos vectores de direccién son

X=1+2\ -
u=(2,4,-1) v=(-1,1,2), tiene como ecuaciones paramétricas {y=0+4A+u X\, p€ER
z=2-\+2U

c) Ecuacion general o implicita m=Ax+By+Cz+D=0 A,B,C,DeR

Como los vectores ﬁ(, u, Vv son linealmente dependientes por pertenecer al mismo plano
Xx—a y—-b z-c
vectorial, ha de ser rango(PX, 1, v) =2 y por lo tanto, | u; Uy us =0

Vi Va V3

Ejemplo: el plano que pasa por el punto P(1, 0, 2) y cuyos vectores de direccion son
u=(2,4,-1) y v=(-1,1, 2), tiene como ecuaciéon general 3x-y+2z-7=0

x-1 y z-2

2 4 -1|=0 = 8x-1N+1F+2[{z-2)+4{z-2)-4F+1{x-1)=0 =

-1 1 2

= 8x-8+y+22-4+4z-8-4y+x-1=0 = 9x-3y+6z-21=0 = 3x-y+2z2-7=0
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Acerca de la ecuacion general del plano
1. Vector normal al plano.

De la ecuaciéon general se puede obtener un vector normal al plano: 1 =(A, B, C)

Se dice que el vector 1 =(A, B,C) es el vector asociado o normal al plano Ax+By+Cz+D =0.
Este vector es ortogonal a cualquiera de los vectores de direccién de dicho plano.

Demostracion:
x—a y-b z-c
De la ecuacién | u; us;  ug |=0, se deduce que N =(uyvy —UgVy, UgV; —U V3, U Vg —UyVy)

Vi Vo V3
Este vector 1 es ortogonal a cada uno de los vectores 4 =(u;, uy, ug), Vv =(vy,Vy, Vy), ya que
los respectivos productos escalares son iguales a cero: uen=0 ven=0
Ejemplo: el plano de ecuaciéon 3x —y +2z -7 =0, tiene como vector normal 1 =(3, -1, 2)

Obsérvese que, efectivamente, n es ortogonal a los vectores 4 y V:

Gefi=(2,4,-1)+(3,-1,2)=6-4-2=0 Fefi=(-1,1,2)(3,-1,2)=-3-1+4=0

2. Vectores de direccion del plano.
De la ecuacion general se pueden obtener dos vectores de direcciéon del plano.

Esto se consigue identificando cualesquiera dos de las coordenadas genéricas (X, y, z) con dos
parametros \, .y despejando la tercera coordenada en funcién de los mismos.

Ejemplo: dos vectores de direcciéon del plano de ecuacion 3x—-y+2z-7=0 son los vectores

a=(1,3,0)y b= (0,2,1) . Para obtenerlos, se procede de la siguiente forma:

Tras identificar x =X\, z =, en la ecuaciéon 3x -y +2z -7 =0, se despeja y = —7T+3x+2.

x=0+A+0p
De esta forma, unas ecuaciones paramétricas de dicho plano serian {y = =7 + 3\ + 2
z=0+0A+p

Los coeficientes que multiplican al parametro A determinan al vector director a =(1, 3, 0)

mientras que los que multiplican al parametro i determinan al vector director b= 0,2,1)

Obsérvese que los vectores a=(1,3,0) y b=(0,2,1) no son exactamente los mismos vectores
u=(2,4,-1) y v=(-1,1,2) que se podria esperar, pero si es seguro que cada uno de ellos es
1. 2 .

combinacién lineal de ambos: de hecho, a= %ﬁ + gv b= %ﬁ + gv
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ECUACIONES DE UNA RECTA

a) Ecuacion vectorial r= OX=0P+t teR

r=(x,y,z) =(a,b,c)+t{u;,us,us); t € R donde:
X(x, vy, z) son las coordenadas de un punto general de la recta (de los infinitos que tiene)
P(a, b, ¢) son las coordenadas de un punto concreto de la recta

U =(uy, ug, ug) es un vector de direcciéon de la recta
Para cada valor distinto del parametro t, se obtiene un punto distinto (x, y, z) de la recta.
Ejemplo: la recta que pasa por el punto P(-2, 5, 4) y cuyo vector de direccién es 1 =(3,1,2),

tiene como ecuacion vectorial (x,y,z)=(-2,5,4)+t[(3,1,2);t € R

Al variar el valor de t, se van obteniendo los distintos puntos contenidos en la recta:

t —2 -1 0 1 2
Punto | (..., ...,...) | (-8,3,0)  (-5,4,2) (-2,5,4) (1,6,6) (4,7,8)  (.....,...)
x=a+tly
b) Ecuaciones paramétricas r=qy=b+tli; teR
z=c+t 513

Se obtienen de la ecuacién vectorial al igualar respectivamente las coordenadas.

Ejemplo: la recta que pasa por el punto P(-2, 5, 4) y cuyo vector de direccién es 4 =(3,1,2),

x=-2+3t
tiene como ecuaciones paramétricas <y =5+t teR
z=4+2t

Xx—-a_y—-b _z-c

c¢) Ecuacion en forma continua r =
U Uy us

Se obtiene de las ecuaciones paramétricas despejando el parametro t en cada una de ellas e
igualando las expresiones resultantes.

Ejemplo: la recta que pasa por el punto P(-2, 5, 4) y cuyo vector de direcciéon es 4 =(3,1,2)
x+2 _y- 5 _z- 4
1 2

tlene como ecuacidén en forma continua

d) Ecuaciones cartesianas (interseccion de 2 planos no paralelos)

donde A, B,C,D, A", B, C’,D"eR

r

Ax+By+Cz+D =0
Ax+By+Cz+D =0

Se obtienen de la ecuacién en forma continua efectuando los productos cruzados y dejando
todos los términos a un lado del signo igual.

Obsérvese que la ecuaciéon Ax + By +Cz+D =0 seria la ecuacién general de un plano w1, y que
la ecuacion Ax +B'y +C'z+D' =0 seria la ecuacién general de otro plano me.

Por ello, se dice que la recta esta expresada como interseccion de dos planos: r = w1 N w2
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Ejemplo: la recta que pasa por el punto P(-2, 5, 4) y cuyo vector de direccién es 4 =(3,1, 2)

. . . x—-3y+17=0
tiene como ecuaciones cartesianas

2y -z—-6=0
+ -
X32:YT5 — 10x+2)=30y-5) = x+2=3y-15 = x-3y+17=0
y-5_z—-4 _ _ _
I T = 2Qy-5)=1{z-4) = 2y-10=z-4 = 2y-z-6=0

Acerca de las ecuaciones cartesianas de la recta

1. Vector de direccion de la recta.

De las ecuaciones cartesianas se puede obtener un vector de direccion de la recta:

1 J k
v=lA B C
A" B C

Demostracién: un vector director de la recta es perpendicular a los vectores i y i’ , siendo:
n=(A,B,C) y i’ =(A', B, C') los vectores normales a cada plano, respectivamente.

Por lo tanto, la direccién de la recta es la del vector resultante del producto vectorial n xi'

. . . x-3y+17=0 . . .,
Ejemplo: la recta cuyas ecuaciones cartesianas son 0 620 tiene como direccién el
y-z-6=
producto vectorial de los vectores normales a cada plano: n=(1,-3,0) y 1n' =(0,2,-1)
I J k
Asi pues, el vector de direccién de larectaes v=[1 -3 0|=3i+]+ 2k = 3,1,2)
0o 2 -1

2. Vectores normales a la recta linealmente independientes.

De las ecuaciones cartesianas se pueden obtener dos vectores normales a la recta
linealmente independientes: 1 =(A,B,C) y i’ =(A",B,C)

x—-3y+17=0
2y—z-6=0

Ejemplo: la recta cuyas ecuaciones cartesianas son { tiene como vectores

normales a los vectores: n=(1,-3,0) y n'=(0,2,-1)

3. Haz de planos secantes en una recta.

Se llama haz de planos secantes en una recta (o que contienen a una recta) al conjunto de
todos los planos que pasan por una misma recta.
Ax+By+Cz+D=0

, , , , ., entonces la
Ax+By+Cz+D =0

Si las ecuaciones cartesianas de una recta r son r = {
ecuacién del haz de planos secantes en r es:

a [(Ax+By+Cz+D)+B[(A'x+B'y+C'z+D’)=O a,BeR
Para cada pareja de valores que tomen los parametros o, § € R, se obtiene un plano distinto

que contiene a la recta r.
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x—-3y+17=0
2y -z-6=0
a [(X -3y +17)+B[(2y—z —6)=0, siendo o, B € R. Por ejemplo, para los valores =1, 3 = 3, se

Ejemplo: el haz de planos secantes en la recta r E{ viene dado por la expresién

obtiene el plano Nn=x -6y -3z -1 =0, que contiene a la recta r.

3. Posiciones relativas de dos o tres planos.

A) Posiciones relativas de dos planos

Dados dos planos por sus ecuaciones: T; =EAx+By+Cz+D=0 1 =A%+By+Cz+D =0

Estudiar las posiciones relativas de los dos planos equivale a discutir el sistema formado por
sus ecuaciones. Segun el rango de las matrices

v-[A B C veo[A B C D
A B C AB C D

pueden darse los siguientes casos:
Caso 1. Los dos planos son secantes si los coeficientes no son proporcionales.

Si los coeficientes no son proporcionales, entonces rango(M) = rango (M*) = 2. Por lo tanto, el
sistema es compatible indeterminado y sus infinitas soluciones dependen de un parametro.

Estas son los infinitos puntos de la recta en la que se cortan los planos (w1 N 2= r)

Ejemplo: los planos T; =x+y—-4z+1=0, T, =2x -y —2z+5=0 son secantes ya que

1 1 -4 1 1 -4 1
rango(M) = rango(2 1 - 2} =2 rango(M¥*) = rango[2 1 -9 5} =2

. . . x+y—-4z+1=0
La recta de corte tiene por ecuaciones cartesianas r =
2x—y—2z+5=0

Al resolver el sistema, sus infinitas soluciones que son los infinitos puntos de la recta, son

rE{x=2t;y=3+2t;z=1+t} teR

Caso 2. Los dos planos son idénticos, es decir, son el mismo plano si son proporcionales los
coeficientes y los términos independientes.

Si hay proporcionalidad entre los coeficientes y los términos independientes, entonces
rango(M) = rango (M*) = 1. Por lo tanto, el sistema es compatible indeterminado y sus infinitas
soluciones dependen de dos parametros. Estas son los infinitos puntos del Ginico plano.

Ejemplo: los planos T, =3x+y-6z+2=0, T, =6x +2y —-12z+4 =0 son idénticos ya que

31 -6
rango(M) = rango( ] =1 rango(M¥*) = rango( =1

31 -6 2
6 2 -12

6 2 -12 4
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Caso 3. Los dos planos son paralelos si son proporcionales los coeficientes pero no los
términos independientes.

Si hay proporcionalidad entre los coeficientes pero no en los términos independientes, entonces
rango(M) = 1 # rango (M*) = 2. Por lo tanto, el sistema es incompatible, es decir, no tiene
solucién. Los planos no tienen ningin punto en comun: son paralelos.

Ejemplo: los planos 1 =3x+y-62+9=0, T, =9x+3y-182-4=0 son paralelos ya que
3 1 -6 31 -6 9

ango(M) =rango =1 ango(M¥) =rango =2

rng()rng(sa:a—us} rangof )rng(93—18 —AJ

Haz de planos paralelos

Se llama haz de planos paralelos al conjunto de todos los planos paralelos a uno dado. Si un
plano tiene ecuacién Ax + By + Cz+D =0, entonces la ecuacion del haz de planos paralelos es

Ax+By+Cz+K=0,KeR

Ejemplo: para hallar la ecuacion de un plano paralelo al plano n=3x -5y +z—-2=0 y que pase

por el punto P(1, 2, —4), se sustituyen las coordenadas de P en la ecuacién del haz de planos
paralelos 3x =5y +z+ K =0, y a continuacién, se despeja K:

3[1-5[2+(-4)+K=0 = 3-10-4+K=0 = K=11

Por lo tanto, el plano que se quiere averiguar es T =3x—-5y+z+11=0

B) Posiciones relativas de tres planos
Dados tres planos por sus respectivas ecuaciones generales:

T, =Ax+By+Cz+D =0 m=Ax+By+Cz+D' =0 G =Ax+B'y+C'z+D" =0

Estudiar las posiciones relativas de los tres planos equivale a discutir el sistema formado por
sus ecuaciones. Segun los valores de los rangos de las matrices

A B C A B C D
M=A" B C M*=|A" B C D
AII B" CII AII BII CII DII

se presentan los siguientes casos:

rango(M) | rango (M¥) Sistema Posiciéon relativa
Caso 1 3 3 Compa‘gble Tres planos secantes en un punto.
determinado
. — Secantes dos a dos.
Caso 2 2 3 Incompatible — Dos paralelos cortados por el tercero.
Caso 3 9 9 Compatible — Tres planos secantes en una recta.
indeterminado | — Dos idénticos cortados por el tercero.
. — Tres planos paralelos.
Caso 4 1 2 Incompatible — Dos 1dénticos y paralelos al tercero.
Caso 5 1 1 Compa‘uble Tres planos idénticos.
indeterminado
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4. Posiciones relativas de una recta y un plano.

Se consideran una recta y un plano dados por sus respectivas ecuaciones cartesianas:

Ax+By+Cz+D=0
Ax+By+Cz+D' =0

r nM=Ax+B'y+C'z+D"=0

Estudiar las posiciones relativas de la recta y el plano equivale a discutir el sistema formado
por sus ecuaciones. Se pueden presentar tres casos segun el rango de las matrices

A B C A B C D
M=A" B C M*=|A" B C D
AII B" CII AII BII CII DII

Caso 1. Si rango(M) = rango (M*) = 3, entonces el sistema es compatible determinado y tiene
una unica solucién. Por lo tanto, la recta y el plano se cortan en un punto P (r Nr=P) y se

dice que son secantes.

) x+2y+1=0
Ejemplo: la recta r = y el plano n=x +y—-2z-3 =0 son secantes ya que
y+z+2=0
1 2 0 12 0 1
rango(M) =rango/0 3 1|=3 rango(M*) =rango/0 3 1 2|=3
11 -2 11 -2 -3

El punto de corte es la inica solucién del sistema: P(-1, 0, —2)

Caso 2. Si rango(M) = rango (M*) = 2, entonces el sistema es compatible indeterminado y sus
infinitas soluciones dependen de un parametro. Por lo tanto, la recta r esta contenida en el

plano © (r C ©).

) 3x-y-5=0 , )
Ejemplo: la recta r E{ X 3y 420 esta contenida en el plano Nn=x-y+2z+1=0 ya que
y-3z-4=
3 -1 0 3 -1 0 -5
rango(M) =rangol0 1 -3|=2 rango(M*) =rangol0 1 -3 -4(=2
1 -1 2 1 -1 2 1

Caso 3. Si rangoM) = 2 y rango (M*) = 3, entonces el sistema es incompatible, es decir, no
tiene solucién. Por lo tanto, la recta y el plano son paralelos.

) -4y+7=0
Ejemplo: la recta r = {; Y 50 y el plano N=4x —2y -7z +1 =0 son paralelos ya que
y-z-5=
1 -4 0 1 -4 0 7
rango(M) =rango|0 2 -1|=2 rango(M*) =rangol0 2 -1 -5|=3
4 -2 -7 4 -2 -7 1
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5. Posiciones relativas de dos rectas.

Se consideran dos rectas dadas por un punto y un vector de direccién:

r pasa por P (p;, ps, p3) ¥ tiene como direccién al vector U =(u;,uy,ug)# 0

s pasa por Q (q;,q9,q3) y tiene como direccién al vector v =(v, vy, Vy) # 0

Estudiar las posiciones relativas de las dos rectas equivale a analizar:
— La dependencia lineal de los vectores i,V , en un primer paso.

— La dependencia lineal de los vectores 4,V ,PQ, en un segundo paso, si fuera necesario.

Segun esto, se presentan los siguientes casos:

Caso 1.1. Si los vectores 1,V son linealmente dependientes (proporcionales), entonces las
rectas tienen la misma direccion.

Si al sustituir las coordenadas de un punto cualquiera de una de ellas en la ecuacién de la
otra, no se satisface la ecuacién, entonces las rectas son paralelas.

x=-1+3t
Ejemplo: lasrectas r=<y=2+2t y s= x(;l = y;5 _z-2 son paralelas ya que
z=4+t

los vectores de direccion 1 =(3,2,1) y ¥ =(6,4,2) son proporcionales, y un punto cualquiera
de r, por ejemplo P(-1, 2, 4) no pertenece a la recta s, ya que no satisface su ecuacion.

Caso 1.2. Si los vectores 1,V son linealmente dependientes (proporcionales), entonces las
rectas tienen la misma direccion.

Si al sustituir las coordenadas de un punto cualquiera de una de ellas en la ecuacién de la
otra, si se satisface la ecuacién, entonces las rectas son idénticas.

x=1+2t
Ejemplo: las rectas r=<{y=5-4t y s= X _12 = yT_3 =z-5 sonidénticas ya que
Z=6-2t

los vectores de direccion 1 =(2,-4,-2) y v =(-1,2,1) son proporcionales, y un punto
cualquiera de r, por ejemplo P (1, 5, 6) si pertenece a la recta s, ya que si satisface su ecuacién.

Caso 2.1. Si los vectores 1,V no son linealmente dependientes (no proporcionales), entonces
las rectas no tienen la misma direccién.

Si los vectores 1,v,PQ son linealmente dependientes (son coplanarios), es decir, si
Uy Us us
vy Vo vy | =0, entonces las rectas son secantes.

d; 7P1 dg “P2 43 ~Ps

- - + - + +
X3=y 3:zlyS x1:y 1:z4

son secantes ya que
2 -1 2 4 3 5 yad

Ejemplo: las rectas r =

los vectores de direccion 4 =(2,-1,2) y v =(4,3,5) no son proporcionales y si se eligen

los puntos P (3, 3,-1)der y Q (1, -1, —4) de s ocurre que ﬁ,?f,m son coplanarios:
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2 -1 2 2 -1 2
4 3 5 |=l4 3 5|=-18+10-32+12+40-12=0
1-3 -1-3 —-4-(-1)| |-2 -4 -3

Se puede averiguar el punto de corte de ambas rectas resolviendo el sistema formado por sus

x=3+2t
ecuaciones. Si se pasa una de ellas a ecuaciones paramétricas, por ejemplo, r =<y =3 -t
z=-1+2t

3+2t-1 _3-t+1 _ -1+2t+4
4 3 5
= {x=3+2'1,y=3-1,z=-1+2-1}. Luego el punto de corte es C(5, 2, 1)

t=1

y se sustituyen en la ecuacién de s, se tiene que:

Caso 2.2. Si los vectores 1,V no son linealmente dependientes (no proporcionales), entonces
las rectas no tienen la misma direccion.

Si los vectores 4,v,PQ son linealmente independientes (no son coplanarios), es decir, si
U Uy Us
v Vg vy |#0, entonces las rectas se cruzan.

d; ~P1 42 “P2 ds ~DP3

x=1-t Xx=-2+3t
Ejemplo: las rectas r=<y=2+3t y s=<y=1-2t secruzanya que
z=4-2t z=-1-4t

los vectores de direcciéon 4 =(-1,3,-2) y v =(3,-2,—4) no son proporcionales y si se eligen

los puntos P (1, 2, 4) der y Q (-2, 1, —1) de s, se tiene que ﬁ,\"r,P_Q no son coplanarios:

-1 3 -2 -1 3 -2
3 -2 -4 |=]|3 -2 -4=-10+36+6+12+4+45=93#0
-2-1 1-2 -1-4 -3 -1 -5
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