DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS. ?‘;\\
MATEMATICAS II DE 2°BACHILLERATO. O D

UNIDAD 8. METRICA EN EL ESPACIO.

1IES LA BAHIA

1. Angulos. Perpendicularidad.

1.1. Angulo formado por dos rectas.

Sean U, v dos vectores de direccién de dos rectas r, s respectivamente. El angulo a formado

entre dichas rectas se despeja de: cosa = |cos(f1, \7)| = Iil| .[I]\Z’I
U

3x+y=6 )
Ejemplo: para hallar el angulo formado por r E{ X 4y , S = % =% = g, se eligen:
zZ = -
u=(-1,3,0) como vector de direccién de r v =(-3,6,5) como vector de direccién de s
(1) (-3) + 3B + 0 5 21 21

= oaQd37°

cosa = |cos(ﬁ, \7)| =

J12+32+020/(-3)2 +62 +52  V10G/70 1047

1.2. Angulo formado por dos planos.
Sean 1n;, N, los vectores normales a dos planos w1 y w2 respectivamente. El angulo a

formad . . e =y [y e Ty
ormado entre dichos planos se despeja de: cosa = |cos(n1, n2)| = |ﬁ | [IB |
1| 42

Ejemplo: para hallar el angulo formado por 1 =x-3y+z-2=0, T, =2x+5y-z+7=0, se

eligen: n; =(1,-3,1) como vector normal a 1 Ny =(2,5,-1) como vector normal a

12+ (-3) B +10-1) _ e 14
\/12 +(=3)2 +12 E{/22 +52 +(=1)2 V11 3/30 /330

cosq = |cos(ﬁ, \7)| = = o [040°

1.3. Angulo formado por una recta y un plano.

Sean U un vector director de una recta r , n el vector normal a un plano w. El angulo a
G- 5|

[of |

Ejemplo: para hallar el 4ngulo formado por r=x=y-1= %, N=3x-y+5z-4=0, se eligen:

formado entre la recta y el plano se despeja de: sena = |cos(ﬁ, ﬁ)| =

u=(,1,0) como vector de direccién de r n=(3,-1,5) como vector normal a =«

103 +10(-1)+0 5| 7

2
V12 +12 +02 032 +(-1)2 + 5 V2@/35 470

= o [d14°

sena = |cos(f1, ﬁ)| =
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1.4. Perpendicularidad. Proyecciones ortogonales.

Dos rectas r, s son perpendiculares si el angulo que forman es de 90°.

Dados 14, v dos vectores de direccion de las rectas r, s respectivamente: rls < Udev=0

Dos planos w1 y w2 son perpendiculares si el angulo que forman es de 90°.

Dados 1n;, ny los vectores normales a los planos 71, 72 respectivamente: miLn2 < n;*n, =0

Una recta r y un plano © son perpendiculares si el Angulo que forman es de 90°.

Dados 1 un vector director de la recta r, i1 el vector normal al planow: rln < 4 lln

Obsérvese que:

—larectar yel plano © son paralelos < t+1n=0

—larectar yel plano t son secantes < uUe*nz0

Proyeccion ortogonal de un punto sobre una recta
Se llama proyeccion ortogonal de un punto P sobre una rectar
al punto M € r, tal que el vector PM es ortogonal a la direccién de la

rectar.

Se suele utilizar para averiguar el punto simétrico de otro punto respecto
de una recta.

Ejemplo: para hallar M la proyecciéon ortogonal de P(0, 1, 2) sobre r=x-3=y-4=2z-2
se expresa M en forma paramétrica M(3+t, 4+t, 2+t); se construye el vector PM = (B3+t,3+t,t)

y se impone la condicién PMe+ii=0 , siendo u=(1, 1, 1) la direccién de la recta r.

@B+t)0+@B+t)0+t0=0 = t=-2 = M(,2,0)

Proyeccion ortogonal de un punto sobre un plano . P
Se llama proyecciéon ortogonal de un punto P sobre un plano « .
—_— 1
al punto M € =, tal que el vector PM es ortogonal al plano =, es decir, :
o0 |

es paralelo a su vector normal. o\

Se suele utilizar para averiguar el punto simétrico de otro punto
respecto de un plano.

Ejemplo: para hallar M la proyeccién ortogonal de P(1, 0, —1) sobre Nn=2x+2y-z=6

se expresa en forma paramétrica un punto M cualquiera de la recta que pasa por P y es
perpendicular al plano (la recta que pasa por P y tiene direccion normal n = (2, 2, —1))

Por lo tanto, M(1+2t, 2t, —1-t) y ahora se impone la condicién M € =«
1 5 2 4
20 +2t) +2H2t) - (-1-t) =0 = t== = M —,—,——
[ ) +202¢t) = ( ) 3 (3 3 3}
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2. Distancias.

2.1. Distancia entre dos puntos.

La distancia entre dos puntos Py Q coincide con el médulo del vector ﬁ;i : d(P,Q) = ‘ﬁj‘

Ejemplo: para calcular la distancia entre los puntos P(1, 3, —1) y Q(5, =2, 7), primero se calcula
el vector PQ = (4, -5,8) y después d(P,Q) = ‘ﬁj‘ = /42 +(-5)2 + 82 =16 + 25 + 64 = 105 u.

2.2. Distancia entre un punto y un plano.
La distancia entre un punto P y un plano © es por definicion, la distancia entre P y M, donde

el punto M es la proyeccién ortogonal de P sobre el plano =« .

En la practica se suele utilizar el siguiente resultado: si P tiene coordenadas (p;, py, p3) v el
|ATh; +Bp, +Cp, +D)|
VAZ + B2 + (2

plano © tiene por ecuacién Ax +By +Cz +D =0, entonces: d(P,m) =

Ejemplo: la distancia entre el punto P(1, 3, —-1) y el plano n=5x -2y +4z-7=0 esigual a

FO-2B+40-1)-7 [p-6-4-7 |-12 12 4 45

= - u

5% +(=2)% +42 J25+4+16 45 3J/5 5 5

dP,m =

2.3. Distancia entre dos planos paralelos.

La distancia entre dos planos paralelos w1 y w2 es igual a la distancia entre un punto

cualquiera de uno de los planos, y el otro plano: d(m, 10,) = d(P, T[l) donde P € w2
Ejemplo: para calcular la distancia entre ; =x-2y+3z-1=0, T, =3x-6y+9z-9=0
se elige un punto P(1, -1, 0) € 72

d(mt T[)=d(PT[):|1D_2ﬂ_1)+3[®_1|: |1+2_1| — |2| _ 2 :2\/ﬁ=\/ﬁu
v o V12 +(-2)% + 32 Ji+4+9 14 14 14 7

2.4. Distancia entre una recta y un plano paralelos.

La distancia entre una recta r y un plano © paralelos es igual a la distancia entre un punto

cualquiera de la recta y el plano: d(r, ) = d(P, T[) donde P er

Ejemplo: para calcular la distancia entre n=x-2y+3z-1=0 y r= X—_15 =y-2=z+3
se elige un punto P(5, 2, -3) € r

WB-22+30-3)-1 [5-4-9-1 -9 o 914
= = = = u

d =d(P = = =
(r, 0 ( ’ T[) \/12 + (_2)2 +32 m \/ﬁ \/ﬁ 14
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2.5. Distancia entre un punto y una recta.
La distancia entre un punto P y una recta r es por definicién, la distancia entre P y M, donde
el punto M es la proyeccién ortogonal de P sobre la rectar .

En la practica se suele utilizar el siguiente resultado: si A es un punto cualquiera de r y el

vector U es la direccion de r, entonces:
‘AP 0 a‘
[

d(P,r) =

Esta féormula se deduce del hecho de que 1, AP determinan un paralelogramo cuya altura es
la distancia entre P y r.

_x+1 _y+2 _z+5
1 2 -1
se elige un punto A (-1, -2, —5) € r y un vector de direcciéon 4 =(1,2,-1) der

Ejemplo: para calcular la distancia entre P (3,4,5) y r

‘E Dﬁ‘ _ (4,6,10) 0(1, 2, - 1) _ (-26,14, 2)| _ J(-26) +142 + 22 _ 876 _ /146

dP,r) =
. [dl 1,2, -1)| @,2,-1  12+22+-12 V6

2.6. Distancia entre dos rectas paralelas.

La distancia entre dos rectas paralelas r y s equivale a la distancia entre un punto
cualquiera de una de ellas, y la otra recta: d(r,s) = d(P, r) donde P € s

. . . +2 +
Ejemplo: para calcular la distancia entre r=x+1= Y _Z2*5

x-1 _y+1 z-2
y S = = =
-1 2 4 -2
se elige un punto cualquiera de la recta s, por ejemplo, P (1, -1, 2)

Ahora se calcula d(P, r) aplicando la formula para la distancia entre un punto y una recta.

Se elige un punto A (-1, -2, —5) € r y un vector de direccién 4 =(1,2,-1) der

AP 0u - - 1712 + 02 4 a2
d(ras)zd(P’r):‘ u‘=|(2,1,7)D(1,2, D _|(-15,9,8)] _ {(-15)* +92 +32 _ 315 _ /—1(2)5

|ﬁ| |(1, 2, —1)| |(1, 2, —1)| \/12 +92 4 (_1)2 \/g

2.7. Distancia entre dos rectas que se cruzan.

La distancia entre dos rectas r y s que se cruzan es, por definicién, la distancia entre el
plano paralelo a la recta s que contiene a la recta r, y el plano paralelo a la recta r que contiene
a la recta s.

En la practica se suele utilizar el siguiente resultado: dados P € r,Q € s y 1,V dos vectores

de direccién de r y s, respectivamente, entonces:

Esta formula se deduce del hecho de que u, v, P_Q determinan un paralelepipedo cuya altura
es la distancia entre r y s.
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x=1-3t

. . . - -2 +1
Ejemplo: para calcular la distancia entre las rectas r=<y =2+t , s x“3_y =Z

-1 2 0
z=1+2t
seeligen P(1,2,1) €r, t=(-3,1,2) como direccién de r
Q(3,2,-1)es, v=(-1,2,0) como direccién de s P_Q =(2,0,-2)
-3 1 2
. -1 2 0
‘[ﬁ,\?,P ]‘ 2 0 -2 2] 2 2 25
d(r, S) = —— = —— = = = =
609 PG E lc4-2-5 V5 35 15
-3 1 2
-1 2 0

3. Areas y volumenes.

3.1. Area de un paralelogramo.
El area de un paralelogramo de vértices A, B, C, D es igual al médulo del producto vectorial de
los vectores AB y AC: Area=|ABOAC

Demostracién: Base del paralelogramo = ‘@‘ Altura del paralelogramo = ‘E‘ E‘sen(A—B, E)
Area del paralelogramo = base - altura = ‘E‘ E.]A_C" Bl;en(fﬁ,fd) = ‘fﬁ DA_C"
Ejemplo: el area del paralelogramo de vértices A(2, 1, —1), B(3, -1, 2), C(4, 2, 0), D(3, 5, 4)

se calcula asi: Area = ‘IB DA_C‘ = |(1, -2,3)0(2,1, 1)| = |(—5, 5, 5)| =25 +25+25 =75

3.2. Area de un triangulo.

El area de un triangulo de vértices A, B, C es igual a la mitad del médulo del producto

vectorial de los vectores AB y AC: Area= %E‘]ﬁ DA_C"

Ejemplo: el area del triangulo de vértices A(-1, 0, 1), B(1, 4, -3), C(1, 2, —1), se calcula asi:

%E‘]EDA_C"zéqsz,—zx)D(2,2,—2)|=%[|(0,—4,—4)|=%a/0+16+1 =%E{/3_2=2\/§

3.3. Volumen de un paralelepipedo.

Un paralelepipedo es un cuerpo geométrico limitado por seis paralelogramos, paralelos dos a
dos.
El volumen de un paralelepipedo de vértices A, B, C, D es igual al valor absoluto del producto

mixto de los vectores E, AC y AD: V= [E, A—(j, E]‘ =‘det(ﬁ, A_Ci, E)
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Ejemplo: el volumen del paralelepipedo de vértices A(1, 1, 1), B(6, 0, 0), C(0, 3, 0), D(0, 0, —6)

5 -1 -1
se calcula asi: V=[AB,AC,AD]=|-1 2 -1=|-70-1-1-2-5+7=72
-1 -1 -7

3.4. Volumen de un tetraedro.

Un tetraedro es un poliedro de cuatro caras triangulares. Si las caras de un tetraedro son
cuatro triangulos equilateros, se dice que el tetraedro es regular.

El volumen de un tetraedro de vértices A, B, C, D es la sexta parte del valor absoluto del

producto mixto de los vectores AB , AC y AD: V= %E‘IE, A_(j, E]‘ = % E.Het(fﬂ, XC, E)

Ejemplo: el volumen del tetraedro de vértices A(0, 1, 0), B(3, 0, 5), C(0, 0, 4), D(2, 3, 0)

3 -1 5
se calcula asi: V=E¢E,E,E] =l 0 -1 4 =1E|D—8+O+10—24|=%=H
6 6 9 9 0 6 6 3
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