DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS. ?‘;\\
MATEMATICAS I DE 1°BACHILLERATO. O D

UNIDAD 6. GEOMETRIA ANALITICA.

1IES LA BAHIA

1. Vector fijo. Vector libre. Coordenadas de un vector.

Un vector fijo es un segmento orientado con origen en un
punto A y extremo en un punto B. Se representa por AB.

Los elementos de un vector fijo son: moédulo, direcciéon y
sentido.

Su modulo es la longitud del segmento AB.

El médulo del vector AB se representa por ‘E‘ .

Su direccion es la de la recta que lo contiene, es decir, la de la

recta que pasa por los puntos A y B.
Su sentido es el que va del origen A al extremo B.

Vector libre es cualquiera de los vectores fijos que tienen el
mismo moédulo, la misma direccién y el mismo sentido. Se
representa por 4,V ,w... El conjunto de los vectores libres del
plano se representa por V2,

Ejemplo: los vectores fijos AB y C_]j, que tienen el mismo
moédulo, direccion y sentido, representan al mismo vector
vector libre 4.

De la definicién se deduce que un vector libre puede
ubicarse en cualquier lugar del plano o que el origen de
un vector libre puede ser cualquier punto del plano.

Coordenadas de un vector

Se llaman coordenadas de un vector al par ordenado de Y
numeros reales (a, b) que expresan el nimero de unidades /
de desplazamiento (horizontal, vertical) para ir desde su

origen a su extremo.

Ejemplo: las coordenadas de estos vectores son:

i=(4,2) v=(-3,2) w=(-5-3) #=(3,-2)
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Coordenadas de un vector determinado por dos puntos

De lo anterior se deduce que si dos puntos P y Q del plano tienen coordenadas P(a, b) y Q(c, d),
entonces las coordenadas del vector P_Q son P_Q =(c-a,d-b)

Ejemplo: S
Los puntos A(1, 3) y B(4, 5) determinan el vector 4,
AB=(4-1,5-3)=(3,2) .
Los puntos C(3, —1) y D(6, 1) determinan el vector 2
CD=(6-3,1-(-1)) =(3,2) '

1)
Noétese que los vectores AB = 3,2) vy CD= (3,2), que o

tienen las mismas coordenadas, representan al mismo 0o 1 2 13 _
vector libre 4 =(3, 2) 1

Vectores opuestos

Dado un vector i € V2, se llama vector opuesto de i al que tiene el mismo médulo y la

misma direccién pero sentido contrario.

Si el vector U tiene coordenadas U =(a,b), el vector opuesto de i \

es —i=(-a,-b).

Ejemplo: los vectores t=(-4,1) y -1 =(4,-1) son opuestos

Moédulo de un vector dado por sus coordenadas

El médulo de un vector 4 = (a, b) es el nimero real positivo |ﬁ| aZ + b2 /

Para obtener esta férmula basta con aplicar el teorema de Pitagoras.

Eiemplo: el médulo del vector @ =(3,2) es [t =32 +22 =J9+4 =413

Se llama vector unitario al que tiene médulo igual a uno. Para conseguir un vector unitario
a partir de otro y con su misma direccién y sentido, basta con dividir las coordenadas del
vector dado por su médulo.

-1 43 1Y (BY 1.3 [a
Ejemplo 1: ﬁ=[?,?J esunitarioyaque|ﬁ|= (7J +[7J = Z+Z: Z=\/_=1

Ejemplo 2: un vector unitario con la misma direccién y sentido que el vector 4 =(3, 2) seria el

3 2 ]{3\@ 2\@}
V137 V13 13 7 13

vector v = (

Vectores ortogonales

Dos vectores son ortogonales si forman un angulo recto. Dado un vector 4= (a, b), el vector de
la forma v = (-b, a) es ortogonal al vector u
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2. Operaciones con vectores.

a) Producto de un vector por un numero real

Dados k € R, 4 € V2, el producto de k por 4 es igual a otro vector k[i que tiene:

—la misma direccién que U
— el mismo sentido que U si k>0 y sentido contrario al de 4 sik <0
— de modulo, | k| veces el mdédulo de 1 |k Eﬁ| = |k| [I]ﬁ|

Analiticamente, si i =(a,b) = kHi=(k[h, kib)

Los vectores en el plano que tienen la misma direccién son 7
vectores paralelos, como i y kli.
Son vectores cuyas coordenadas son proporcionales.

Los vectores en el plano que tienen distinta direccién son
vectores no paralelos, como Vv y w. ‘\F w
Son vectores de coordenadas no proporcionales.

b) Suma de vectores

Dados 1,V € V2, la suma de ambos es igual a otro vector G +V que se obtiene mediante la
regla conocida como Regla del paralelogramo: al trasladar el origen del vector v sobre el
extremo del vector i, el vector suma U +V es el que tiene como origen, el origen de U y como
extremo, el extremo de v.

Analiticamente, dados i =(a,b) v=(c,d) = uU+vVv=(a+c,b+d)
Ejemplo: dados 4 =(3,2),v =(7,-1), el vector sumaes u+v =(3,2)+(7,-1) =(10,1)

c¢) Resta o diferencia de vectores

Dados 1,V € V2, la resta de ambos es igual a otro vector 4 -V que se obtiene sumandole al

vector U el opuesto del vector v, es decir, U -V =u +(-V).
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Analiticamente, dados i =(a,b) v=(c,d) = 1U-Vv=(a-c,b-d)
Ejemplo 1: dados 1 =(3,2),v =(7,-1), el vector diferencia es i -v =(3,2) - (7,-1) =(-4, 3)

Ejemplo 2: dados los vectores 4 =(1,3),v =(-2,1),w =(1,-4), el vector 4 - (v - W) es:

U-(-w)=(1,3)-((-2,1)-1,-4)=(1,3) - (-3,5) =(4,-2)

d) Combinacion lineal de vectores

Dados p, g € R y los vectores u=(a,b), v=(c,d), se llama combinacién lineal de los

vectores U,V al vector plu+ql¥v

Analiticamente, dados p, g € R, 4 =(a,b), v=(¢c,d) = p[ﬁ+qE{?=(pDh+qu:,pEb+qBi)

Ejemplo 1: dados los vectores 4 =(2,-1),v =(3,2), la combinacién lineal 34 +2V es el vector
31(2,-1)+21[(3,2) =(6,-3) +(6,4) =(12,1)

Ejemplo 2: dados los vectores 4 =(-1,0),v =(2,-1),w =(3,4), la combinacién lineal
Gi+2v-3W es el vector (-1,0)+2[(2,-1)-3[(3,4) = (-1,0) + (4, - 2) - (9,12) = (-6, - 14)

Base de vectores

Se llama base de vectores del plano a una pareja i;, U, de vectores no nulos linealmente
independientes. Se representa por B =1{ t;, U, }.

Si los dos vectores de una base son ortogonales (forman un angulo de 90°), se dice que forman
una base ortogonal. Si los dos vectores de una base, ademas de ortogonales, son unitarios, se
dice que forman una base ortonormal.

Al conjunto de vectores B = { (1, 0), (0, 1) } se le i = (a,b)
llama base canoénica.

Esta base es ortonormal porque sus vectores son
ortogonales y unitarios.

(0,1)
La base canodnica se suele utilizar para representar _
vectores sobre una cuadricula. (1,0)

Si un vector tiene coordenadas U =(a,b), éstas son sus coordenadas respecto de la base
canonica, ya que i =al{1,0) +b[{0,1)

German Leal Gallo © https:/ /blogsaverroes.juntadeandalucia.es/elojodeeuler/ -4 -



Todo vector del plano se puede expresar como combinacion lineal de los vectores de una base.
Dados v € V2 y una base B=1{ 4, Uy }, alos nimeros x,y € R tales que v =x[[i; +y {i,, se

les llama coordenadas del vector v respecto de la base B, es decir, vz =(x,y)

Ejemplo: los vectores 4; =(1,3), Uy =(2,1) forman una base B={ 4;, U, } ya que son Li.

Para averiguar las coordenadas del vector v =(1, —7) respecto de la base B, hay que encontrar
dos nimeros x,y € R tales que v =x [i; +y [y

x+2y=1

L -7=x{L3)+yl2,1) =
3x+y=-7

} = x=-3,y=2 Por lo tanto, v =(-3, 2)

3. Producto escalar de vectores.

Dados 14,V € V2, se llama producto escalar de los vectores 4,v al ntmero real que resulta

de multiplicar sus moédulos por el coseno del angulo que forman 4 y v, entendiendo como tal
al menor de los dos angulos posibles en el sentido de recorrido de 4 a v.

Gie v = [u| 0F| Ceos(T, V)
Propiedades

P1. El producto escalar del vector 0 por otro vector cualquiera es el nimero 0.

P2. Dos vectores no nulos son ortogonales si y solo si su producto escalar es cero.
ilVv < t+v=0,siendo @z0, v#0

Demostracién: si 4LV = GV =[d0§20s90° = G-v=|ul¥D = G-v=0

Por otra parte, si 4 v=0,con 120, vZ0 = cos(i,v)=0 = (4,v)=90° = ULV

P3. El médulo de un vector equivale a la raiz cuadrada del producto escalar de dicho vector por
si mismo. Es decir, |ﬁ| =i u

., | Lo =2 ~12 L2 —
Demostracién: teu= |u| EIIl| [¢os(T,u) = |u| [¢os0°= |u| a= |u| = |u| =+4ueu

Expresion analitica del producto escalar de dos vectores

Dados dos vectores t =(a,b), v =(c, d) respecto de una base ortonormal B ={ 4;, U, }:

El producto escalarde i1y v es tev=ale+bld

Demostracién:

dev=(ali; +biy)e (cOi +dHiy) =

= (a (&) [t » ;) +(a [) i, » Uy) + (b B) [y » Gy) + (b (@) [y » Gy) =
=(ale)O+(ald)D+(b)D+(bMA)O=alt+bld

Ejemplo: el producto escalar de i =(1,-2), v=(3,1) es tev=1[3+(-2)[1=3-2=1
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Expresion analitica del coseno del angulo formado por dos vectores

, Lo uev
El angulo a formado por dos vectores 4,V es o = arccos{WJ
u

Demostracién:

Sea a el angulo formado por 1,V . Despejando a del producto escalar se tiene que:

e v e v
uev = [tos0 = cosO=——— = 0O =arccos| ——

R fiG i)
Ejemplo: el angulo formado por los vectores 4 =(1,-2), v=(1,1) es

_ 10+(-2)0 _ -1 o
O = arccos =arccos| ——=| = a 108
V12 +(-2)% 612 +12 V542

Obtencion de un vector ortogonal (normal) a uno dado

Para obtener un vector ortogonal (normal) a uno dado, primero se cambian de orden sus
coordenadas y después se cambia de signo sélo a una de las dos.

Los vectores i =(a,b) y n =(-b, a) son ortogonales ya que tien =al{-b)+b[h=-ab+ba=0
También son ortogonales los vectores 4 =(a,b) y 1 =(b, —a)

Ejemplo: un vector ortogonal al vector 4 =(3,5) es nn =(-5,3). También lo es i =(5,-3).

4. Puntos y rectas en el plano.

Una recta en el plano es un conjunto formado por infinitos puntos alineados. Una recta en el
plano queda determinada de dos formas:

a) Dando un punto por el que pase y un vector que indique su direccién, al que se llama
vector de direccion.

b) Dando dos puntos por los que pase.

Un vector de direccion de una recta es cualquier vector paralelo a la recta, es decir,
cualquier vector que tenga la misma direccién que la recta. En un vector de direccion lo
importante no es su médulo, sino la direccién que determina.

Ejemplo: dada la recta que pasa por P(-5, 1) y Q(-1, 3), un vector de direccion seria ﬁi =(4,2)

El vector 1 =(2,1), paralelo al vector P_Q , también seria un vector de direccién de dicha recta.

Pendiente de una recta

Se llama pendiente de una recta a la tangente del angulo que forma la recta con la
horizontal. Se representa por m.

PR . ., u
Si 4 =(uy, uy) es un vector de direccién de la recta, entonces m =tga = —2
Uy

Ejemplo: la recta que pasa por P(-5, 1) y Q(-1, 3) tiene como direccién la determinada por el

vector U = (4, 2) . Luego su pendiente es m =% =%
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5. Ecuaciones de una recta en el plano.

a) Ecuacién vectorial r=(x,y)=(a,b)+tu;,uy);tec R donde:

(x, y) son las coordenadas de un punto general de la recta (de los infinitos que tiene)
(a, b) son las coordenadas de un punto concreto de la recta

U =(uy, uy) es un vector de direccién de la recta

Si una recta r pasa por un punto P y tiene como vector de direcciéon i, entonces cualquier
punto obtenido mediante la traslaciéon P +t[id (t € R), también pertenece a la recta r.

Ejemplo: la recta r que pasa por el punto P(—2, 5) y cuyo vector de direccién es U =(3,1) tiene
como ecuacion vectorial r =(x,y) =(-2,5)+t[{3,1);teR

Obsérvese que haciendo variar el valor del parametro t, se van obteniendo los distintos
puntos que forman la recta:

Valordet | ... t=2 | t=1| t=0 =-1 =-2

Punto . (4,7 (1,6) (-2,5) (-5,4) (-8, 3)

Igualmente, obsérvese que una recta tiene tantos puntos como valores diferentes puede tomar
el parametro t € R. Por lo tanto, la recta esta formada por infinitos puntos alineados.

x=a+thy
y=b+th,

b) Ecuaciones paramétricas r = { teR

Se obtienen de la ecuacién vectorial al igualar las coordenadas.

Ejemplo: la recta r que pasa por el punto P(—2, 5) y cuyo vector de direccién es 4 =(3,1) tiene

. L. x=-2+3t
como ecuaclones parametricas r = teR
y=5+t
x—a _y-b

c¢) Ecuacion en forma continua r=

Se obtiene de las ecuaciones paramétricas despejando el parametro t en cada una de ellas e
igualando las expresiones resultantes.

Ejemplo: la recta r que pasa por el punto P(—2, 5) y cuyo vector de direccién es 4 =(3,1) tiene
x+2 _y-5

3 1

como ecuacion en forma continua r =

d) Ecuacion general o implicita r=Ax+By+C=0 A, B,CeR

Se obtiene de la ecuacién en forma continua efectuando los productos cruzados y dejando todos
los términos a un lado del signo igual.

Ejemplo: la recta r que pasa por el punto P(—2, 5) y cuyo vector de direccién es 4 =(3,1) tiene
como ecuacién general r=x-3y+17=0

X;2:yl5 = 10x+2)=3y-5) = x+2=3y-16 = x-3y+17=0
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Informacion que se puede extraer de la ecuaciéon general Ax+By+C=0

1. De la ecuacién general se puede obtener un vector de direccion de la recta: v =(-B, A)

Demostracién:

x—a _y-b

= ulx-a)=u;y-b) = uEx-uy F-aliy+bhly =0 =
Uy Ug
= A=u2,B=—u1 = (ul,u2)=(_B,A)

Ejemplo: la recta de ecuacién r =x -3y +17 =0 tiene como vector de direccién 4 =(3,1)

2. De la ecuacién general se puede obtener un vector normal a la recta: n = (A, B)

Demostraciéon: el vector n =(A, B) es ortogonal al vector de direccion v =(-B, A) ya que su
producto escalar es cero: e v=A[(-B)+ BA=-AB+BA =0

Ejemplo: 1a recta de ecuacion r =x -3y +17 =0 tiene como vector normal i =(1, — 3)

e) Ecuacién explicita y=mx+n m,neR

Se obtiene de la ecuacion general despejando la coordenada y.

m es la pendiente de la recta  n es la ordenada en el origen

Ejemplo: la recta que pasa por el punto P(—2, 5) y cuyo vector de direccién es 4 =(3,1) tiene

. /. 1 17
como ecuacion explicita y = 3 x + 5
+ -—
X32=YT5 = x+2=3y-15 = x-3y+17=0 = y=%x+%

f) Ecuacién punto — pendiente y-b=ml[{x—-a) donde:
(a, b) son las coordenadas de un punto concreto de la recta m es la pendiente de la recta

Ejemplo: la recta que pasa por el punto P(—2, 5) y cuyo vector de direccién es 4 =(3,1) tiene

., . 1
como ecuaciéon punto — pendiente y -5 = 3 [x+2) yaque m= Y2 - %
Uy

Un haz de rectas secantes en el plano es el conjunto de todas las rectas que pasan por un
punto dado P(a, b). Su ecuacibones y—-b=m{x—-a); me R

Al variar m, manteniendo fijo el punto P, se obtienen las infinitas rectas que pasan por P.

Ejemplo: la ecuacién del haz de rectas que pasan por P(1,3)es y—-3=ml(x-1);me R
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6. Angulo formado por dos rectas.

Si dos rectas se cortan en un punto, se forman cuatro angulos iguales dos a dos. Se llama
angulo formado por dichas rectas a uno de los dos d4ngulos menores posibles.

Si U, v son las direccciones de dos rectas r y s respectivamente, entonces el angulo a
formado por dichas rectas es el angulo formado por los vectores 4 y v.

|6~ 9]
|9 g

Ejemplo: para hallar el angulo formado por las rectas r =2x -5y +1=0, s=4x-3y-5=0

Para hallar dicho angulo, hay que despejar a en la expresién cosa =

se deducen primero sus vectores directores: 4 =(5,2), Vv =(3,4) y a continuacion se calcula
508 +2 [
= cosq =

23
J52 +92 3/32 + 42 V29 G/25

= o 0d31°

cosa =

A) Rectas paralelas

B Si los respectivos vectores directores de dos rectas tienen la misma direccién (sus

coordenadas son proporcionales), entonces las rectas son paralelas (o iguales).

Demostracién: si 4 y v tienen la misma direccién, entonces tienen que ser de la forma
u=(a,b), v=(ka, kb)

ges)_ [Ra?+kb?  al+b?)
609 a2 +b2 G/k2a? + k2b2 \/k_23{a2 +b2)

cosa =

=1 = a=0° = rls paralelas

Ejemplo: las rectas r =3x -5y +1=0, s =6x —10y -5 =0 son paralelas ya que sus vectores de
direccién son 4 =(5,3) y v =(10, 6), respectivamente, que expresan la misma direccion.

B Si dos rectas tienen la misma pendiente, entonces son paralelas (o iguales).

Demostracién: sean U =(uj,uy), V=(vy,vy) los vectores directores de ambas rectas,

. .. . . u v
respectivamente. Si tienen la misma pendiente, entonces —2 = -2

U Vi
u v u u T
—2=2 = Z="l=k = (w,u)=kldv,vy) = i|v
u Vi Vo Vi

Ejemplo: las rectas r =y =3x -1, s =y =3x +1 son paralelas ya que ambas tienen pendiente 3.

B) Rectas perpendiculares

Dos rectas son perpendiculares si y solo si el producto escalar de sus respectivos vectores
directores es cero, o lo que es lo mismo: sus vectores de direccién forman un angulo recto.

Ui, Vv vectores directores de r y s, respectivamente: rls & U*v=0

Ejemplo: las rectas r=3x-5y+1=0, s=10x+6y—-7=0 son perpendiculares ya que sus
direcciones son i =(5,3) y v =(-6,10), respectivamente, cuyo producto escalar es cero.

German Leal Gallo © https:/ /blogsaverroes.juntadeandalucia.es/elojodeeuler/ -9.-



C) Mediatriz de un segmento

La mediatriz de un segmento es la recta perpendicular al segmento
que pasa por su punto medio.

|

|

I
Todos los puntos de la mediatriz equidistan de los extremos del 1 9Q°
segmento, es decir, cualquier punto de la mediatriz se encuentra a la P ! Q
misma distancia de P que de Q. pf‘

I
Para determinar la mediatriz, es necesario calcular el punto medio I
entre los extremos del segmento. |

. = +c b+d

Dados dos puntos P(a, b) y Q(c, d), el punto medio M del segmento PQ es M (a 2 ¢ - j

Ejemplo: para calcular la recta mediatriz del segmento de extremos P(1, —-2) y Q(9, 4), primero
se calcula el punto medio entre Py Q, que es M(5, 1)

M(l +9,2+—4)j M(5,1)

2 2

Se calcula el vector PQ = (8, 6) Y Q

La direccién de la mediatriz debe formar un angulo
de 90° con el vector PQ, por lo tanto, dicha direccién
es la del vector 4 = (-6, 8)

x-5_y-1

Finalmente, la mediatrizes r = 5 S

= r=8x+6y-46=0 = r=4x+3y-23=0

7. Posicion relativa de dos rectas.

Analizar la posicién relativa de dos rectas consiste en averiguar si son secantes, paralelas o
son la misma recta.

Dadas las rectas r=Ax+By+C=0 s=Ax+By+C =0 pueden darse tres casos:

. A_B
Caso 1. Si X#g entonces las rectas son secantes. Las coordenadas del punto de corte

vienen dadas por la tinica solucién del sistema.

Ejemplo: lasrectas r=x+y-4=0, s =3x+2y —11 =0 son secantes ya que %#%

x+y—-4=0

e =3, y=1
sx+2y-11=0 SIXTHY=L

El punto de corte es P(3, 1) ya que la solucion del sistema {

.A_B_C . . ,
Caso 2. S1 N = B Z o entonces las rectas son paralelas. No tienen ningin punto en comun.
-2 -5

Ejemplo: las rectas r =x -2y -5=0, s =2x -4y -3 =0 son paralelas ya que % = - # -
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Un haz de rectas paralelas en el plano es el conjunto de todas las rectas paralelas a una
recta dada r =Ax+By+C =0. Su ecuacion es Ax+By+k=0;k e R

Al variar k, manteniendo fijos los valores A y B, se obtienen las infinitas rectas paralelas a las
recta r.

Ejemplo: la ecuacién del haz de rectas paralelasa r=4x+3y-5=0 es 4x+3y+k=0;k e R

Si de entre todas ellas, se desea hallar la que pasa por un determinado punto, por ejemplo, el
punto P(1, 2), se sustituyenx =1,y =2 en 4x+3y+k =0 yluego se despeja el parametro k:

40+3R2+k=0 = k=-10

Luego la recta que pasa por el punto P(1, 2) y es paralela a r=4x+3y-5=0 es la recta
4x+3y-10=0

. A_B_C .
Caso 3. Si N =§ =E entonces son la misma recta. Se tocan en todos los puntos, cuyas
coordenadas vienen dadas por las infinitas soluciones del sistema.
. . 1_2_5
Ejemplo: las rectas r=x+2y+5=0, s=3x +6y +15=0 son la misma recta ya que 3 =E =E

8. Distancias en el plano.

A) Distancia entre dos puntos

Dados dos puntos P(a, b), Q(c, d), la distancia entre P y Q es el médulo del vector P_Q .

d(P, @ =[PA| = (c-a)? + (@~ b)?

Ejemplo: la distancia entre P(2, 5) y Q(6, 8) es d(P, Q) = \/(6 -2)2 +(8-5)2 =416+9 =5u.

B) Distancia entre un punto y una recta

La distancia entre un punto P y una recta r es por definicion, la
distancia entre P y M, donde el punto M es la proyecciéon ortogonal de
P sobre la recta r (se dice que M es el pie de la perpendicular a la
recta r trazada desde P).

Analiticamente, dados r =Ax+ By +C =0, P(a, b), entonces:

A +Bb+(|

VA? + B2

Ejemplo: la distancia entre el punto P(-1, 2) y la recta r =3x+4y -12=0 es

d(P,r) =

pm—n+4m—1q=Z=L4u

V32 +42 5

dP,r) =
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C) Distancia entre dos rectas
Se pueden presentar dos casos:
a) Si1 dos rectas ry s son secantes o la misma recta, entonces la distancia es cero: d(r, s) =

b) Si dos rectas r y s son paralelas, la distancia entre ambas es la distancia de un punto
una de ellas a la otra recta: d(r, s) = d(P, s) donde P € r

Ejemplo: las rectas r=x-2y-5=0, s =2x —4y -3 =0 son paralelas ya que
Se elige un punto cualquiera de la recta r, por ejemplo el punto P(1, —2)
20 -4m-2)-3 _ 7

d(r,s) =d(P, s) = m = 720

01,57 u.
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