DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS. ?‘;\\
MATEMATICAS I DE 1°BACHILLERATO. O D

UNIDAD 9. NUMEROS COMPLEJOS.

1IES LA BAHIA

1. Unidad imaginaria. Nimero complejo.

Al intentar resolver la ecuacién de segundo grado x2+1=0 se obtiene x2=-1. Como no
existe ningin ndmero real cuyo cuadrado sea negativo, se dice que la ecuacién x?>+1=0 no

tiene soluciones reales o que no tiene solucién en R.

Los numeros complejos aparecen por la necesidad de dar soluciéon a ecuaciones que, como la
anterior, no tienen solucién dentro del conjunto de los nimeros reales.

Se denomina unidad imaginaria a la expresiéon v—1 y se representa por i.
1=+/-1 i2=-1

Se llama namero complejo a una expresion de la forma a+bi, dondea,b e R, 1 =+-1

Los numeros complejos se suelen representar con las letras z, w, ... Como se vera mas
adelante, un nimero complejo puede expresarse de tres formas distintas.

La forma a+bi se llama forma binémica del nimero complejo. En ella, al primer nimero se
le llama parte real y al segundo nimero se le llama parte imaginaria.

z=a+bi a = parte real b = parte imaginaria i = unidad imaginaria

2

Ejemplo: en la ecuacién x* —x+1 =0, los coeficientes son a=1,b=-1,c=1.

. 1+\/§[i_1+ 3
 =vsd 1,33
x:li‘/(_1)2_4[1[1=1i‘/_3=1i*/§ﬂ/__1=“*/§5= 2 2 2
20 2 2 2 _1-430 _1 43

Xg =2 =2 N9
2 2 2

Asi pues, se dice que esta ecuacidn tiene dos soluciones, que son los nimeros complejos

1.3 1 3.

N2 — N2y
2 2 2 2

El conjunto de los nimeros complejos se representa por C. C={atbi/a,beR, 1=+-1}

De esta forma, todo nimero real es un nimero complejo con parte imaginaria nula. Es decir, si
b = 0, entonces el niimero "solo tiene parte real". De ahi que el conjunto de los nimeros reales

esté incluido en el conjunto de los numeros complejos, es decir, R es un subconjunto de C.

RcC
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Se llama ntimero complejo imaginario puro a todo aquel cuya parte real es cero, es decir, los
numeros de la forma 0 + bi.

Dos nimeros complejos son iguales si y solo si son iguales sus partes reales y sus partes
imaginarias, respectivamente: a+bi=c+di & a=c A b=d

Se llama opuesto del nimero complejo z =a +bi al nidmero —z=a-bi

Se llama conjugado del numero complejo z =a +bi al numero z =a—bi

2. Operaciones en forma binémica.

Dados los nameros complejos z=a+bi, w=c+di, se definen las siguientes operaciones:
a) Suma: z+w=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)

b) Diferencia: z-w=(a+bi)-(c+di)=(a-c)+(b-d)

¢) Producto: z[=(a+bi){c+di) =(ac —bd) + (bc +ad)i

_z[ :(a+bi)B[c—di) :ac+bd+bc—ad.

d) Cociente: z - - 1
W W (c+di)c-di) c2+d2 c2+d?

Ejemplo: z=2-51 w=1+31
a) z+w=(2-51)+(1+31)=3-21 b) z-w=(2-51)-(1+31)=1-8i
c) zW=(2-51){1+31)=(20-5BG2)+(-50+2B)i=(2+15)+(-5+6)i =17 +1i

d)E:zDI)Z(2—5i)E{1—31):(2—15)+(—5—6)i:—13—111:_§_Ei
®w wm (1+31)0-31) 12 - (31)? 1-(-9) 10 10

3. Representacion grafica.

Dado un sistema de coordenadas cartesiano en el plano, la Ee
representacién grafica de un ntimero complejo z =a +bi consiste imaginano
en identificarlo con el punto de coordenadas (a, b). P(a.b)

Al punto P(a, b) asociado al nimero complejo z=a+bi se le 12|
llama afijo de z.

A los ejes de coordenadas se les llama eje real (horizontal) y eje 0O a rEngl
imaginario (vertical), respectivamente.

Se llama médulo de z al médulo del vector OP. Se representa por |z| .

Se llama argumento de z al dngulo que forma el semieje real positivo con el vector OP. Se
representa por arg(z).
Un numero complejo admite infinitos argumentos ya que si arg(z) es argumento de un

numero, también lo son todos los angulos de la forma arg(z) + 360k, k € Z.

De ahi que al argumento comprendido entre 0° y 360° se le llame argumento principal.
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4. Forma polar y forma trigonométrica.

Dado un nimero complejo z =a + bi, se llama forma polar de z a la expresién (|z|, o) donde:

|z| es el modulo de z 0 es un argumento de z

a) Para pasar de la forma binémica a la forma polar, se calculan las coordenadas polares:
|7 = a2 +b? a= arctg(hj
a

. . g b
Nota: si llamamos [ al resultado que ofrece la calculadora cientifica para a = arctg(—} se
a

pueden dar dos situaciones:

. b .. ..
1) Si — es positivo (3 positivo), entonces hay que tomar como valor para o :
a

o, =B,sielafijode zestaenel IC / a5 =180°+p3, siel afijo de z esté en el I1IC

2) Si b es negativo (3 negativo), entonces hay que tomar como valor para o :
a

0; =180°+B, siel afijode zestaenel IIC / 0, =360°+f, si el afijo de z estd en el IVC

Ejemplo: el nimero z=-2+ 2431 en forma polar se expresa como z=(4,120°) ya que:

2] =/(-2)% + (23)? =4 +12 =16 =4

o= arctg(hj = arctg[%} = arctg(—\/g) =120° porque el afijo de z estda en el IIC  [180°-60°]
a _

b) Para pasar de la forma polar a la forma binémica, se calculan las partes real e imaginaria:

a=rlcosa b =r ¥ena

5/2 52,

2 2

a =5&0s225°=5[€¥} =—@ b :55};en225°:5[E¥J :_ﬂ

2

Ejemplo: el niimero z =(5,225°) en forma binémica es z = —

Dado un nimero complejo z = (|z|, a), se llama forma trigonométrica de z a la expresién

Z = |z| [{cosa +1[senq)

Ejemplo: la forma trigonométrica del nimero z =(5,225°) es z=5 EE

_ﬂ_ﬂiJ

2 2
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5. Operaciones en forma polar.

Dados los niimeros complejos z = (|z|, a) w= (M, B), se definen las siguientes operaciones:

a) Producto: z 6= (|z| [, o + ) Ejemplo: (2,30°){4,120°) =(8,150°)
b) Cociente: — [UQU J Ejemplo: (6,225°)[{2,90°)=(3,135°)

c) Potencia: z" =([z[", n o) Ejemplo: (2,30°)® =(256,240°)
Férmula de De Moivre: (cosol +1 Bkena)n =cos(na) +1 $en(na)

6. Raices de un nimero complejo.

Dado un numero complejo z =(|z|,0(), éste tiene n raices enésimas (n=2), cada una de la

cuales tiene mdédulo ,nl|z| y argumentos:

a +360° o +720° a+(n-1)360°
Bl__ Bz_T’ [33:—""’ Bn: ( )

n n

Interpretacion geométrica

Los afijos de las n raices enésimas de un nimero complejo son los vértices de un poligono
regular de n lados centrado en el origen de coordenadas.

. . . 1 . .
Ejemplo: para hallar las raices cuartas del niumero z = —5 —731 , se hace lo siguiente:

2 2
Todas tienen médulo 4 (%} +£ ;/gJ =4 /%+% =dV1 =§1 =1

Como arg(z) =a = arctg —1 | arctg{?} = arctg(\/g) =240°, los argumentos de las raices
2
cuartas son: f3; = 2407 _ 60° By = 600 =150° B5= 960" _ 240° By = 1320 =330°

4

Por lo tanto, las cuatro raices cuartas de z son los numeros: (1,60°) (1,150°) (1,240°) (1,330°)

Los afijos de estos cuatro nimeros son los vértices de un cuadrado con centro en el origen.
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