DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS. ?‘;\\
MATEMATICAS II DE 2°BACHILLERATO. O D

UNIDAD 1. ANALISIS DE FUNCIONES.

1IES LA BAHIA

1. Rectas tangente y normal a una grafica en un punto.

Dados una funcién y = f(x) y un valor ¢ € Dom(f), la derivada de f en x = ¢ se define como el
limite de las tasas de variacion media TVM [c, cth] cuando h tiende a cero:

f(c+h)-f(c)

f'(c) = i
(©) hl?% h

Geométricamente, la derivada de una funcién en un punto es la pendiente de la recta
tangente a la grafica de f en dicho punto.

La ecuacion de la recta tangente a la graficade y=1f(x) enx=c es: y-—f(c)=f'"(c){{x—c)

Ejemplo: la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x)=x% enx=2 es y=12x— 16

f(2)=8 f'(x) = 3x2 f'(2) =12 y-8=12[(x-2) = y=12x-16

., , -1
La ecuacion de la recta normal a la grafica de y=1f(x) enx=c es: y-—f(c)= m [x —c)
c
La recta normal a la grafica en un punto es la recta perpendicular a la recta tangente a la
grafica en dicho punto.

Ejemplo: la ecuacién de la recta normal a la grafica de f(x)=x? enx=2 es y= ;—21){ +%
1 -1 -1 49

f(2)=8 f'(x) = 3x2 — = -8=—0x-2) = =X+

@ ) f'(2) 12 Y 12 . ) Y 12 6

2. Regla de L."Hopital.

Indeterminaciones

Se dice que el calculo de un limite presenta una indeterminaciéon si no se puede conocer el
resultado de forma inmediata. Al utilizar la palabra "indeterminaciéon" se quiere decir que hay
una situacion de incertidumbre, que el resultado final del limite puede ser un nimero real L,
puede ser +o 6 puede ser —o. Por ello, para cada tipo de indeterminacion hay que aplicar
una técnica especifica que permita resolver la indeterminacién y llegar al resultado final.

La regla de L"Hopital se utiliza para resolver cada uno de los siete casos de indeterminacién,

que son los siguientes:

—_— ;8 s t0=—00 | (= 0)[(-00) | (5 +00)(=0 | (5 0)=0 | (5 1)
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) ., -0
Caso 1. Indeterminacién ——

—

Dadas dos funciones f, g derivables en un entorno de ¢ € R y tales que limf(x)=0 vy
X->C
limg(x)=0.Siel lim f(x) es un numero real L, +o 6 —o0, entonces lim —= f&) =lim f,(x)
Xoc XﬂCg(X) X-C g(X) Xﬂcg(x)
[ La regla también es valida si x — +o 6 six — —o0 |
3 _ 2 X _ X

Ejemplo 1: lim X2 1 =9 = limBi =§ Ejemplo 2: lim © =9 = lim <~ -1 =1

x-1x“-1 0 x-1 2x 2 x-0 X 0 x-0 1
Eiemplo 3 lim = senx_g_1 1 cosx_g=1 senx _0 _ cosx _1

s 0 x-0 3x2 0 x-0 6x x-0 6 6
Caso 2. Indeterminacién ——
— 00
Dadas dos funciones f, g derivables en un entorno de ¢ € Ry tales que lim f(x) =40 y
X->C
lim g(x) =%0. Siel lim ) es un numero real L, +0 6 —oo, entonces lim —= £ =lim f,(x)
X-C X-C g(X) X -C g(X) X-C g(X)
[ La regla también es valida si x — 400 6 six — —o0 ]
3+ 2+ +

Ejemplo 1: lim X _T® oy T % g 8XoF i £=i=0

X -+ X +00 xo40 ¥ +00 x40 ¥ +00 x40 ¥ + o0

2 2

Ejemplo 2: lim -BGX) o=@ _gqy 6x 1 6% 6,

x-0* Inx —®  x.0" 3x2 X x.0" 3x2 3
Caso 3. Indeterminacién (- 0)[( - o)
Dadas dos funciones f, g derivables en un entorno de ¢ € R y tales que limf(x)=0 vy

X->C
, _ s v . f(X)
lim g(x) =+, entonces con la transformaciéon lim f(x) [g(x) = lim I _6’ se aplica el caso 1
X-C X-C X-C
g(x)

a las funciones f(x) y 1

g(x)

[ La regla también es valida si x — 400 6 six — —o0 ]

Nota: en el caso de que sean lim f(x) =10 y 11m g(x) =0, usando la misma transformacion, se

X->C

aplica el caso 2 a las funciones f(x) y 1

g(x)
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Ejemplo 1:

3 13 B_?B
. ln(l +j o (1+j X .
lim xOn|1+2|=(#0) M= lim ———~2 == lfm ~>/ = lim = =3
X - 400 X X o 400 l 0 xo+4m ;1 xa+ool+§ 1+0
X x2 X
1
- — 2
Ejemplo 2: 11m x[Onx =0 [(-) = lim ln_x:_oo = lim —%X— = lim > = lim (=x)=0
=0 x - 07" l +00 x-0% i x-0"—-x x-0°"
X x2

Caso 4. Indeterminacién — +oo —

Dadas dos funciones f, g derivables en un entorno de ¢ € R y tales que lim f(x) =+ y
X->C

1 1
lim g(x) = +o, entonces con la transformacién lim f(x) —g(x) = lim M =% , se aplica el
X-C X ->cC X -C
f(x) B(x)
. 1 1 1
caso 1 a las funciones - y
g(x) f(x) ° f(x)Ex)
[ La regla también es valida si x — +o 6 six — —0 |
Ejemplo:
1 —
Hml_;:oo—oozli M_Q:Hm 1+x =
x-0* X In(l+x) x-0" xOn(1+x) 0 x-0* In(l +x) +
_ 1 - X _0_ ., -1 s -1 -1
= hm+ =—= hm+ s = lim =—
x-0* (1+x)Inl+x)+x 0 x-0 In(l+x) + X, x0 Inl+x)+1+1 2

Caso 5. Indeterminacién (- 1)(=*)

Si f y g son dos funciones derivables en un entorno de ¢ € R y tales que limf(x)=1 y
X->C

lim g(x) =+, entonces con la transformaciéon lim f(x)8® =1im eg®(E®) =t = donde

= hm g(x) On(f(x)) = lim ln(fi(x)) = 0’ se aplica el caso 1 a las funciones In(f(x)) y %
g(x)

[ La regla también es valida si x — +o 6 six — —0 |

1 -1
Ejemplo: lir% (cosx)x* =1** =et =e¢ 2 donde
_ _ 2 _
—hmi[]n(cosx) o [0 =1im M:Q:Hmﬂzgzlimm:_l
-0 x2 x-0 X2 0 x-0 2x 0 x-0 2 2
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Caso 6. Indeterminacién (- 0)(=9

Si f y g son dos funciones derivables en un entorno de ¢ € R y tales que limf(x)=0 vy
X->C

lim g(x) =0, entonces con la transformacién lim f(x)8® =1lim e8® (X)) =¢et = donde
X-C X-C X-C

t =1im g(x) On(f(x)) = lim ln(flﬂ =2 , se aplica el caso 2 a las funciones In(f(x)) y %
X C X -C o9 gX

g(x)

[ La regla también es valida si x — 400 6 six — —o0 ]

Ejemplo: lim x* = 00 =et =e% =1 donde

x-0
, , Inx -0 , 1 -1 . —x2 ,
t=1lim xOnx =0[(-0) = lim — =—=1lim —:—- = lim = lim (-x)=0
x - 0" x - 07" l +0 x-0"X X x-0" X X - 0%
X

Caso 7. Indeterminacién (- +o0)(~9
Si f y g son dos funciones derivables en un entorno de ¢ € R y tales que lim f(x) =+ y
X-C

lim g(x) =0, entonces con la transformacién 1im f(x)8® =1im es®M(x) =gt donde
X-C X-C X-C

t =1im g(x) On(f(x)) = lim ln(flﬂ =2 , se aplica el caso 2 a las funciones In(f(x)) y %
X-c X-c 00 24 9:¢
g(x)

[ La regla también es valida si x — 400 6 si X — —o0 ]
1

Ejemplo: lim (lnx)[l'lnxj =(+0)0 =et =% =1 donde

X — +00
On(lnx) =00 = lim M:E: lim L[}_ :__1: lim __1:__1:0
1-Inx x-+0 1 =lnx —o0 x-+ollnx x X x-+o]nx +o

X — +00

t= lim (

3. Derivabilidad de una funcién en un punto. Derivadas laterales.

Se dice que una funcién f es derivable por la derecha en un punto de abscisa x =c¢ de su

f(c+h)-1f(c)

m —_—
h

0+

dominio si f}(c) = li es un numero real.
h

—

A este limite se le llama derivada lateral por la derechade f enx=c

Se dice que una funcién f es derivable por la izquierda en un punto de abscisa x =c¢ de su

dominio si f'(c) = lim M es un numero real.
h-0"

A este limite se le llama derivada lateral por la izquierdade f enx=c¢

f esderivableenx=c | & | fi(c) y f.(c) son ntimeros reales iguales

Si f es derivable en x = ¢, entonces f'(c) =f,(c) =f.(c)

Geometricamente, si una funcion es derivable en un punto de abscisa x = ¢, entonces su grafica
tiene en dicho punto un trazado "suave, sin cambios bruscos".
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Razones por las que una funcién no es derivable en un punto de abscisa x =c
1. Porque alguna de las derivadas laterales en x = ¢ sea +o0 6 —©
2. Porque las derivadas laterales en x = ¢ sean niimeros reales distintos.

3. Porque no sea continua en dicho punto.

B Analisis de la derivabilidad de una funcién en un punto

En la practica, para analizar la derivabilidad de una funcién en un punto, se suele aplicar el
siguiente resultado:

Si f escontinuaenx=c f es derivable por la izquierda en x =c¢
yel lim f'(x) esun nimeroreal | = | f'(c) = lim f'(x)

X —>C™ X-c™
Si f escontinuaenx=c f es derivable por la derecha enx=c¢
yel lim f'(x) es un nimero real | = | fi(c) = lim f'(x)

X et x-ct

Importante: obsérvese que para poder aplicar este resultado, es condicién necesaria que la
funcién sea continua en x = ¢. Si no lo fuera, automaticamente no seria derivable en x = ¢, y por
lo tanto, seria absurdo aplicar este resultado.

X )
x2-Z4+41 si x<0

In(1 +x)
X

Ejemplo 1: para analizar la derivabilidad de la funcién f(x) = en x = 0,

si x>0
primero se estudia si es continua en dicho punto.

En efecto, es continua en x =0 porque los limites laterales y la imagen en x = 0 coinciden.
1

lim f(x) = lim x2 —§+1 =1 lim f(x)= lim M=9= lim 1+sz1 f(0)=1

x>0~ X-0" x-0* x-0* X 0 x-o0*

Ahora, en lugar de calcular las derivadas laterales mediante la definicién, se calcula f'(x):

2x—l si x<0
= 2
—— —-In(1+x)
1+x 3 si x>0
X
fL(0) = lin(}_ f'(x) = lin(}_ 2)<—%=—l = f es derivable en x =0 por la izquierda.
X - X >
X _In+x) ! !
£1(0) = lim £(x) = lim L*X S0 g A% 1+x 0
x-0* x-0* x2 0 =x-0* 2x 0
-2 1
3 1+ x)? 1
= lim (1+x) (1+x) - _

x - 0% 2

= f es derivable en x =0 por la derecha.

La funcién es derivable en x = 0 ya que es derivable lateralmente tanto por la izquierda como
por la derecha y sus derivadas laterales son iguales.

German Leal Gallo © https:/ /blogsaverroes.juntadeandalucia.es/elojodeeuler/ -5-



. . . . ., X +x2 si x<2
Ejemplo 2: para analizar la derivabilidad de la funcién f(x) = ) en x = 2,
5+4x-1 s1 x22

primero se estudia si es continua en dicho punto.

En efecto, es continua en x =2 porque lim f(x)= lim f(x) =6 =1(2)
X 27 X - 2+

Ahora, en lugar de calcular las derivadas laterales mediante la definicién, se calcula f'(x):

1+2x s1 x<2
f'(x) = 1

— 51 x>2
24x -1

fL(2) = 1in21_ f'(x) = 1in21_ 1+2x=5 = f esderivable lateralmente en x = 2 por la izquierda.

1

fi(2) = 1in21+ f'(x) = lim =— = f esderivable lateralmente en x =2 por la derecha.

1
x-2" 24/x -1

Sin embargo, f no es derivable en x = 2 ya que sus derivadas laterales son distintas.

4. Monotonia en un intervalo. Extremos locales.

Monotonia en un intervalo

Una funcion f es creciente en un intervaloI si V a, b € I, siendo a <b, entonces f(a) < f(b)
Una funcion f es decreciente en un intervaloI si V a, b € I, siendo a <b, entonces f(a) > f(b)

Una funcién f es constante en un intervalol si V a, b € I, siendo a <b, entonces f(a) = f(b)

Condicion suficiente de monotonia: dada una funcién f derivable en un intervalo I,
—Si f'(x) >0 Vx el entonces f es creciente en el intervalo I

—Si f'(x) <0 Vx el entonces f es decreciente en el intervalo I

Extremos locales
Una funcién f tiene un maximo local en un punto (c, f(c)) si existe un entorno de ¢ donde

f(c) > f(x) V x #c perteneciente a dicho entorno.

Una funcién f tiene un minimo local en un punto (c, f(¢)) si existe un entorno de ¢ donde
f(c) <f(x) V x+#c perteneciente a dicho entorno.

Condicion necesaria de extremo local: si una funcién f es derivable en un valor ¢ de su
dominio y tiene un extremo local en el punto (c, f(c)), entonces f'(c) =0

Condicion suficiente de extremo local: dada una funcién f dos veces derivable en un
valor ¢ de su dominio,

—Si f'(c)=0 y f"(c) <0, entonces f tiene un maximo local en el punto (c, f(c))
—-Sif'(c)=0 y f"(c) >0, entonces f tiene un minimo local en el punto (c, f(c))

Nota: en la practica, esta condicién se suele utilizar en los problemas de optimizacion.
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*Condicion suficiente de extremo local para el analisis grafico de una funcion:

Una funcién f tiene un maximo local en el punto (c, f(c)) si se cumplen estas tres condiciones:
(C1) f'(c)=0 (C2) f'>0 alaizquierdadex=c (C3) f'<0 aladerechadex=c

Una funcién f tiene un minimo local en el punto (c, f(c)) si se cumplen estas tres condiciones:
(C1) f'(c)=0 (C2) f'<0 alaizquierdadex=c (C3) f'>0 aladerechadex=c

Puntos criticos de una funcién

Dada una funcién f y un valor ¢ de su dominio, se dice que el punto (c, f(c)) es un punto
critico de f siocurre una de las siguientes situaciones:

3

1) f noes derivableenx=c¢ 6 2) f es derivable en x =c¢ pero f'(c) =0

En consecuencia, para hallar los extremos locales de una funciéon, primero hay que hallar sus
puntos criticos.

5. Curvatura en un intervalo. Puntos de inflexién.

Una funcién es concava en un intervalo si su grafica queda por debajo de la recta tangente a
la curva en cada uno de los puntos del intervalo.

Una funcién es convexa en un intervalo si su grafica queda por arriba de la recta tangente a
la curva en cada uno de los puntos del intervalo.

Una funcién f tiene un punto de inflexion en (c, f(c)) si pasa de convexa a cdéncava o
viceversa en dicho punto. En un punto de inflexién, la recta tangente en dicho punto atraviesa
la curva, pasando de estar por debajo a estar por arriba de la grafica (o viceversa).

Punto de Punto de

inflexion_~Convexa Convexa

Coéncava

Condicion suficiente de curvatura: dada f dos veces derivable en un intervalo I,

—-Sif"(x)>0 Vx eI, entonces f es convexa en el intervalo I

—Si f'(x) <0 Vx el entonces f es concava en el intervalo I

Condicion necesaria de punto de inflexion: si una funcién f es dos veces derivable en un
valor ¢ de su dominio y tiene un punto de inflexién en (c, f(c)), entonces f"(c) =0

Condicion suficiente de punto de inflexién: dada una funcién f tres veces derivable en
un valor ¢ de su dominio,

Sif'(e)=0y f"(c)#0, entonces f tiene un punto de inflexién en (c, f(c))

*Condicion suficiente de punto de inflexion para el analisis grafico de una funcion:

Una funcién f tiene un punto de inflexién en (c, f(c)) si se cumplen estas dos condiciones:
(C1) f"(e)=0 (C2) f"cambia de signo a izquierda y derecha de x =c¢
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6. Ramas parabdlicas y asintotas de una funcion.

Ramas parabolicas

De una funcién f se dice que una de sus ramas infinitas es una rama parabdlica si su grafica
no se aproxima cada vez mas a una recta y se da alguna de las siguientes situaciones:

lim f(x)=+c0 lim f(x)=+c0 lim f(x)=-o lim f(x)=-c
Y / \ Y Y Y
X X X X

Asintotas de una funcién

En general, se llama asintota de una funcién y = f(x) a una recta a la que se aproxima cada
vez mas la grafica de la funcién, sin llegar a tocarla, cuando la variable x tiende a mas/menos
infinito o a un nimero real ¢ ya sea por la izquierda o por la derecha. Segtn la inclinacion de
la asintota, ésta puede ser horizontal, vertical u oblicua.

(Puede la grafica de una funcién cortar a una de sus asintotas? La respuesta es si. Pero esto
solo puede ocurrir en valores pequefios de x cercanos a cero.

Ejemplo: la funcién f(x) =

x2X+ y su asintota horizontal y = 0, se cortan en el punto (0, 0)
A) Asintota horizontal

Se dice que la recta y =k es una asintota horizontal (AH) de una funcién f si
lim f(x)=k 6 lim f(x)=k

X — +00 X —00

Ejemplo: la recta y =4 es asintota horizontal de la funcién f(x) = SX;;‘ porque
X

lim 8x -1 :§:4 lim 8x -1 :§:

x-+0 2X+3 2 x--0 2x+3 2

Algunas aclaraciones:

Al. Hay funciones que no tienen asintotas horizontales. Por ejemplo, cualquier funcién
polinémica o las funciones trigonométricas f(x) =senx ¢ g(x) =cosx.
1
Ejemplo: dada la funcién f(x) =x [&x cuyo dominio es Dom({f) =R —-{0}
1 1

Dado que lim x [&x =(-0) A =-00, lim x [&x =(4+0) [1 =+00, la funcién tiene dos ramas
X — —00 X — +o00

parabdlicas pero no tiene asintotas horizontales.
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A2. Hay funciones que tienen una asintota horizontal por los dos lados, tanto por el positivo
como por el negativo, del eje de abscisas.

Ejemplo: la recta y =1 es AH de f(x) = 2x -3
2x +5

por los dos lados del eje X.

A3. Hay funciones que tienen una asintota horizontal s6lo por uno de los dos lados, el positivo
o el negativo, del eje de abscisas.

1
Ejemplo: la recta y =0 es AH de f(x) :ln_x ya que lim Inx =re. lim £ =0
X

X+ X + o0 X — 00

En la parte negativa del eje X, la funcién ni siquiera esta definida.

A4. Hay funciones que tienen dos asintotas horizontales distintas: una por el lado positivo del
eje X y otra diferente por el lado negativo de dicho eje.

Ejemplo: 1a funcién f(x) = arctgx tiene dos asintotas horizontales:

m .. ) 11 . )
la recta y = 5 por la parte positiva del eje X la recta y = 3 por la parte negativa del eje X

B) Asintota vertical
Se dice que la recta x =c es una asintota vertical (AV) de una funcién f si

lim f(x) = o 6 lim f(x) =
X4>C+ X-C

En las asintotas verticales hay que elegir adecuadamente los valores en los cuales llevar a cabo
el calculo de limites laterales. No se debe probar con valores al azar. Los valores en los que es
factible la existencia de una asintota vertical se suelen elegir entre los que:

1. Anulan algiin denominador de la funcion.

Ejemplo: para la funcién f(x) = 2TX1 , el valor x = —1 seria un candidato a asintota vertical.
X

, . ., 2
De hecho, la recta x = —1 es asintota vertical de la funcién f(x) = Txl porque
X

, 2x -2 , 2x -2
lim =—— =-00 lim =— =+
x--1*x+1 0% x--1" x+1 0~

2. Son extremos de intervalos del dominio pero no pertenecen al dominio.

Ejemplo: como el dominio de f(x) = ln_x es el intervalo (0, +), el valor x = 0 seria un candidato
X

a asintota vertical para esta funcion.

Algunas aclaraciones:

Al. Hay funciones que no tienen asintotas verticales. Por ejemplo, cualquier funcion
polinémica o las funciones trigonométricas f(x) =senx ¢ g(x) =cosx.

A2. Hay funciones que tienen una asintota vertical por los dos lados, tanto a la derecha como a
la izquierda de x = c.

Ejemplo: la recta x=-1 es AV de f(x) = 25_(1
X

a izquierda y derecha de x = —1.
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A3. Hay funciones que tienen una asintota vertical s6lo por uno de los dos lados, a la izquierda
0 a la derecha de x =c.

1
Ejemplo 1:larectax=0 es AV de f(x) =x[&x ya que:

1 -1 1
1 = — [&x 1 1
, . p ex + o0 p x2 p - , -
lim x[éx =0 [{+0) = lim —=——=lim =———= lim ex =+ [ im x[&éx =00 =0]
X—>O+ X—>0+ l + o0 X—>0+ ;1 X—>0+ x-0~
X x?2
Ejemplo 2: 1la rectax=0 es AV de f(x)=lm—X ya que lim 1n—x=%=—oo
X X—>O+ X

Obsérvese que a la izquierda de x = 0, la funcién ni siquiera esta definida.

A4. Hay funciones que tienen dos o mas asintotas verticales distintas, e incluso un numero
infinito de ellas.

X
x2 -4

Ejemplo 1: las rectas x = 2, x = -2, respectivamente, son asintotas verticales de f(x) =

Ejemplo 2: todas las rectas de la forma x = g + kT, k € Z (infinitas) son asintotas verticales de

la funcién f(x) =tgx

C) Asintota oblicua

Se dice que larecta y =mx +n es una asintota oblicua (AO) de una funciéon f si

m = lim £ 20 m= lim £ z0 [ m es un ntimero real distinto de cero ]
X »>+o0 X X-o>—00 X

o

n=lim f(x)-mx) 6 n=lim (f(x)-mx) [nesunnimero real]

X — +oo X —» —00

3
Ejemplo: l1a recta y = x—2 es asintota oblicua de f(x) = ZXT
X X
<3
o ol 3 ‘
m=lim X*F2X = )iy — X =720 NS
X - 00 X X0 X3 + 2x2
3 -9 2
n=lim | —> —1x|= lim | -2X |=-2
x 4w | X2 + 9% x| X2 +2x
y =mx +n y=1x -2 y=x-—-2
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Algunas aclaraciones:

Al. Hay funciones que no tienen asintotas oblicuas. Por ejemplo, cualquier funcién polinémica
o las funciones trigonométricas f(x) =senx 6 g(x) =cosx.

A2. Hay funciones que tienen una asintota oblicua por los dos lados, tanto por el positivo como

por el negativo, del eje de abscisas.
1

1 - 1
Ejemplo: la recta y = x+1 es AO de f(x) =x[&x yaque: m= lim xtex lim ex =120
X — *oo X X — *oo
1
1 — —
2 = ex-1_0 721@BX
n=lim (x[&x —1x) = -0 = lim x[{ex —1) =0 [0 = lim =—=lim *—=1
X +0 X o %00 xotw 1 0 x-zo —1
X x2

A3. Hay funciones que tienen una asintota oblicua sélo por uno de los dos lados, el positivo o el
negativo, del eje de abscisas.

Ejemplo: la recta y = 2x es AO de f(x) =x +vx2 -1 solo por la parte positiva del eje X.

(En la parte negativa del eje X, la recta y = 0 es asintota horizontal).

A4. Hay funciones que tienen dos asintotas oblicuas distintas, una a cada lado del eje X.

Ejemplo: la funcién f(x) =vx2 -1 tiene dos AO: larecta y =x por la parte positiva del eje X;
la recta y = —x por la parte negativa del eje X.

A5. jPuede una funcién tener asintotas horizontales y oblicuas a la vez? Depende.

Una funcién no puede tener AH y AO a la vez por el mismo lado del eje de abscisas.

Sin embargo, la respuesta es si, siempre que sean distintos lados del eje de abscisas.

Ejemplo: en la funcién f(x) =x +vx2 -1, la recta y = 2x es asintota oblicua en el lado positivo
del eje X. En el lado negativo del eje X, la recta y = 0 es asintota horizontal.

7. Representacion grafica de funciones.

Para la representacién grafica de una funcién, hay que saber determinar algebraicamente
cualquiera de los aspectos esenciales que siguen a continuacién:

— Dominio de la funcién. — Puntos de corte con los ejes.
— Intervalos de monotonia/extremos locales. — Intervalos de curvatura/puntos de inflexién.
— Asintotas verticales, horizontales y oblicuas. — Ramas parabdlicas.

Aspectos complementarios

Recorrido de la funcién, posibilidad de simetria par o impar en la grafica, periodicidad, etc.
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8. Problemas de optimizacion.

Los problemas de optimizaciéon de funciones se encuentran entre las aplicaciones de mayor
importancia del calculo de derivadas. En un problema de optimizacién se trata de averiguar el
extremo relativo (maximo o minimo) de una funcién.

Para resolver un problema de optimizacién, es conveniente seguir los siguientes pasos:

Paso 1. Mediante los datos del enunciado se escribe la expresién analitica de la funcion cuyo
valor extremo es el objetivo del problema, la funcidén objetivo.

Paso 2. Si esta funcién contiene mas de una variable, se debe transformar en una funcién que
dependa solamente de una variable, utilizando alguna relacién entre los datos que ofrezca el
enunciado o alguna relacién previamente conocida.

Paso 3. Calcular los extremos relativos de la funcion objetivo y elegir la soluciéon que responde
a lo que se pregunta en el enunciado.

Paso 4. Algunas veces, también hay que averiguar el valor alcanzado por la funcién en el valor
extremo.

Ejemplo. De todos los tridngulos cuya base y altura suman 20 cm, hallar la base y altura del
que tiene area maxima. ;Cuanto vale finalmente esa area maxima?

Solucién: si se nombran con las letras x e y ala base y altura del triangulo respectivamente,

xy

entonces la funciéon que cuyo maximo hay que hallar es F(x,y) = o

Esta funcién depende de dos variables. Utilizando la relacion x+y =20 que se deduce del

enunciado, se puede despejar y =20 —x . Al sustituir dicha variable en la expresién anterior, se

x[(20-x) _ 20x —x?2
2 2

obtiene la funcién f(x) = , que depende de una sola variable.

_20-2x

f'(x) =10-x=0 = x=10

f'"(x)=-1 = f"(10)=-1 = x=10 es maximo relativo y=20-x=10

1000 _

A ik 5 50

Respuesta: la base mide 10 c¢m, la altura mide 10 cm y el drea maxima es 50 cm2,
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9. Continuidad en un intervalo. Teorema de Bolzano.

Una funcién es continua en un intervalo abierto (a, b) si es continua en cada uno de los
puntos de dicho intervalo.

. ., 1 . .
Ejemplo: la funcién f(x) =— no es continua en (-1, 1) ya que no es continua en x = 0, donde
X

presenta una discontinuidad de salto infinito. En cambio, si es continua en el intervalo (0, 1).

Una funcién es continua en un intervalo cerrado [a, b] si:
1. Es continua en el intervalo abierto (a, b)
2. Es continua por la derecha en x = a

3. Es continua por la izquierda en x = b

. ., 1 . .
Ejemplo: la funcién f(x) =— no es continua en [0, 1] ya que no es continua en x = 0 por la
X
derecha, donde presenta una discontinuidad de salto infinito. En cambio, si es continua en el

. 1 ..
intervalo {Z, 1} , de hecho lo es en cualquier intervalo cerrado que excluya el valor x = 0.

Teorema de Bolzano

Si f es una funcién continua en [a, b] y toma valores de signo opuesto en los
extremos, entonces existe al menos un valor ¢ € (a, b) tal que f(c) =0

Graficamente, este teorema asegura la existencia de al menos un valor ¢ en el interior del
intervalo (a, b) en el que la grafica de la funcién corta al eje X.

Ejemplo: la funcién f(x) =x?-4x+3 cumple las condiciones del Teorema de Bolzano en el
intervalo [0, 2] ya que es continua en dicho intervalo y los valores que toma en los extremos
son de signo opuesto: f(0) =3 y f(2) =-1

En consecuencia, existe un valor ¢ € (0, 2) tal que f(c) =0

Teorema del Valor Intermedio (como caso particular del Teorema de Bolzano)

Si f es una funcién continua en [a, b] y k es un namero real comprendido entre
f(a) y f(b), entonces existe al menos un valor ¢ € (a, b) tal que f(c) =k

Demostracién: basta aplicar el Teorema de Bolzano a la funcién g(x) =f(x) -k en [a, b]

Ejemplo: la funcién f(x) =x2 -4x+3 cumple estas condiciones en el intervalo [0, 5] para el

valor k = 6 ya que es continua en dicho intervalo y el valor k = 6 esta comprendido entre los
valores f(0)=3 y f(5)=8

En consecuencia, existe un valor ¢ € (0, 5) tal que f(c) =6
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10. Extremos absolutos de una funcion. Teorema de Weierstrass.

Una funcién f alcanza un maximo absoluto en un punto (c, f(c)) si f(c) = f(x), Vx € Dom(f)

Noétese que el valor ¢ € Dom(f) y el valor f(c) es el maximo valor alcanzado por la funcién.

Una funcién f alcanza un minimo absoluto en un punto (c, f(c)) si f(c) < f(x), Vx € Dom(f)

Noétese que el valor ¢ € Dom(f) y el valor f(c) es el minimo valor alcanzado por la funcién.

Se llaman extremos absolutos de una funcién al maximo y al minimo absolutos de la misma.
Un extremo absoluto puede ser alcanzado en sb6lo uno o en varios valores diferentes del
dominio de la funcién.

Si una funcién tiene maximo (minimo) absoluto, esta acotada superiormente (inferiormente)
por dicho valor.

Teorema de Weierstrass

Si una funcion es continua en un intervalo cerrado [a, b], entonces alcanza un
maximo y un minimo absolutos en dicho intervalo.

Ejemplo 1: la funcién f(x) = senx es continua en el intervalo [0, n] El Teorema de Weierstrass

asegura que f alcanza un maximo absoluto (el valor 1) y un minimo absoluto (el valor 0) en
dicho intervalo.

Ejemplo 2: 1a funcién f(x) =Inx es continua en el intervalo [%, 1}. El Teorema de Weierstrass

asegura que f alcanza un minimo absoluto y un maximo absoluto en dicho intervalo.

11. Derivabilidad de una funcién en un intervalo. Teorema del Valor Medio.

Una funcién es derivable en un intervalo abierto (a, b) si es derivable en cada uno de los
puntos de dicho intervalo.

Ejemplo: la funcién f(x) =|x| no es derivable en (-1, 1) ya que no es derivable en x = 0, donde

presenta un punto anguloso. En cambio, si es derivable en el intervalo (0, 1).

Una funcién es derivable en un intervalo cerrado [a, b] si:
1. Es derivable en el intervalo abierto (a, b)
2. Es derivable por la derecha en el extremo x = a

3. Es derivable por la izquierda en el extremo x =b

Ejemplo: 1a funcién f(x) =|x| no es derivable en [0, 1] ya que no es derivable en x = 0, donde
presenta un punto anguloso. En cambio, si es derivable en el intervalo [i, 1}, de hecho lo es

en cualquier intervalo cerrado que excluya el valor x = 0.
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Teorema del Valor Medio de Lagrange

Si f es una funcién continua en [a, b] y derivable en (a, b), entonces existe al menos
f(b) -f(a)

un valor ¢ € (a, b) tal que f'(c) = b
-a

Graficamente, este teorema asegura la existencia de un punto interior de la grafica en el que la
recta tangente es paralela a la recta secante que pasa por los extremos (a, f(a)) y (b, f(b))

Ejemplo: la funcién f(x) =3x2 cumple las condiciones del Teorema del Valor Medio en el

intervalo [0, 4] ya que es continua y derivable en dicho intervalo.

f(4) -£(0) _48-0 _
4-0 4-0

En consecuencia, existe un valor ¢ € (0, 4) tal que f'(c) = 12

(Se puede averiguar que ¢ = 2)

Teorema de Rolle (como caso particular del Teorema del Valor Medio)

Si f es una funcion continua en [a, b], derivable en (a, b) y f(a) = f(b), entonces
existe al menos un valor c¢ € (a, b) tal que f'(c) =0

Graficamente, este teorema asegura la existencia de un punto interior de la grafica en el que la
recta tangente es paralela al eje X.

Ejemplo: la funcién f(x) =x?-4x+1 cumple las condiciones del Teorema de Rolle en el

intervalo [1, 3] ya que es continua y derivable en dicho intervalo y los valores que toma en los
extremos son iguales: (1) =1{(3) =-2

En consecuencia, existe un valor ¢ € (1, 3) tal que f'(c) =0 (Se puede averiguar que ¢ = 2)
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