DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS. ?‘;\\
MATEMATICAS II DE 2°BACHILLERATO. O D

UNIDAD 5. VECTORES EN EL ESPACIO.

1IES LA BAHIA

1. Vectores libres. Operaciones con vectores.

Un vector fijo es un segmento orientado con origen en un punto A y extremo en un punto B.
Se representa por AB. Los elementos de un vector fijo son: médulo, direccién y sentido.

Su modulo es la longitud del segmento AB. B
El médulo del vector AB se representa por ‘A—B‘ .
Su direccion es la de la recta que pasa por los puntos A y B.

Su sentido es el que va del origen A al extremo B. A

Un vector libre es cualquiera de los vectores fijos que tienen el mismo moédulo, la misma
direccion y el mismo sentido. Se representa por 4,v,w... El conjunto de los vectores libres del
espacio se representa por Vs,

E'jempllo: los vecfcores fijos AB y CD , que tienen el mismp modulo, c U D
direccién y sentido, representan al mismo vector vector libre u.

De la definicién se deduce que un vector libre puede ubicarse _
en cualquier lugar del espacio o que el origen de un vector libre A U »g
puede ser cualquier punto del espacio.

Coordenadas de un vector

Se llaman coordenadas de un vector a la terna ordenada de nimeros reales (a, b, ¢) que
expresan el nimero de unidades de desplazamiento para ir desde su origen hasta su extremo,
en cada una de las tres direcciones del espacio:

— La primera coordenada (a) esta referida al desplazamiento delante—atras.
— La segunda coordenada (b) esta referida al desplazamiento derecha—izquierda.

— La tercera coordenada (c) esta referida al desplazamiento arriba—abajo.

Ejemplo: que un vector tenga coordenadas AB = (1, 2, 3) significa que para ir
desde el origen A hasta el extremo B, hay que desplazarse 1 unidad hacia § B
delante, 2 unidades hacia la derecha y 3 unidades hacia arriba.
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Coordenadas de un vector determinado por dos puntos

Si dos puntos P y Q del espacio tienen coordenadas P (p;, py, p3) ¥ Q (a3, 99, 93), entonces las
coordenadas del vector ﬁi son ﬁi =(q; = p;> 92 — P2, 93 — P3)

Z
Ejemplo: i
Los puntos PO, 0, 0) y Q(, 2, 3) determinan el vector T !
PQ=(1-0,2-0,3-0)=(1,2,3) . /
Los puntos Q(1, 2, 3) y R(2, 4, 6) determinan el vector Q
QR=(2-1,4-2,6-3)=(1,2,3)
. S P 2 4y
Obsérvese que los vectores PQ=(1,2,3) v QR=(,2,3) 3
representan al mismo vector libre 4 =(1, 2, 3) 2
X

Vectores opuestos

Dado un vector 4 € V3, se llama vector opuesto de i al que tiene 7

el mismo moédulo y la misma direccién pero sentido contrario. / m
Si el vector U tiene coordenadas 1 =(a, b, c), el vector opuesto de 4 es —i=(-a,—-b,—c).

Ejemplo: los vectores 1 =(-4,1,2) y —ui=(4, -1, —2) son opuestos

Moédulo de un vector dado por sus coordenadas

Dado el vector i =(a, b, c), su médulo es el ntimero real positivo |ﬁ| =+a? +b? +c2

Ejemplo: el médulo del vector @ =(1,2,3) es [i|=v12 +22+32 =y1+4+9 =14

Se llama vector unitario al que tiene médulo igual a uno. Para conseguir un vector unitario
a partir de otro y con su misma direccién y sentido, basta con dividir las coordenadas del
vector dado por su médulo.

2 2 2
. (-1 421 Y (V2 (1 1 2
Ejemplo 1: G =| —,—,— | es unitario [i|=,|| — | +|— | +|=| = —+—+—— ——\/_—1
[2 22} [ (2) [2} (2) 4 4 4
Ejemplo 2: un vector unitario con la misma direccién y sentido que el vector 4 =(1, 2, 3) seria

2 3}(\/_42\/_43\/_}

el vector v = (\/— \/— \/— 14’ 14
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Operaciones con vectores

Producto de un vector por un numero real

Dados k € R, 4 € V3, el producto de k por 4 es igual a otro vector ki que tiene:

—la misma direccién que U

— el mismo sentido que G sik >0 u / /

y sentido contrario al de i sik <0

3 A=
— de médulo, |k| veces el médulode @ [k i =[k| i / -

Analiticamente, s1 i =(a,b,c) = k0Oi=(k&, kb, k&)

Suma de vectores

Dados 1,V € V3, la suma de ambos es igual a otro vector Gi+V que se obtiene mediante la

regla conocida como Regla del paralelogramo: al trasladar el origen del vector v sobre el
extremo del vector 1, el vector suma 4+ vV es el que tiene como origen, el origen de 4 y como
extremo, el extremo de v.

|
4

Analiticamente, dados 1 =(u;, ug, ug), V=(vy,vg,vy) = U+V=(u; +v;,ug+vy,ug+vy)

Ejemplo: dados 14 =(3,2,5),v =(2,-1, 3), el vector suma es i +v =(5,1, 8)

Resta o diferencia de vectores

Dados 1,V € V3, la resta de ambos es igual a otro vector 4 -V que se obtiene suméandole al

vector U el opuesto del vector v, es decir, G-V =4 + (V).

L

u
Analiticamente, dados 4 =(uy, ug, ug), v =(vy,Vy,Vv3) = U-V =(u; —Vy, Uy~ Vg, U3~ V3)

Ejemplo 1: dados 4 =(3,2,5),v =(2, -1, 3), el vector diferencia es 1 —-v =(1, 3, 2)

Ejemplo 2: dados los vectores 4 =(1,3,-2),v=(-2,1,5),w =(1, -4, 3), el vector i — (v —-W) es:
U-(v-w)=(1,3,-2)-((-2,1,5)-(1,-4,3)) =(1,3,-2) = (-3,5,2) = (4, - 2, - 4)
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2. Combinacién lineal de vectores. Dependencia lineal.

Un vector ve V3 es combinacion lineal de los vectores 4;, Uy, ..., U, sl existen ciertos
numeros reales x;, Xg,..., X, tales que v =x; 0i; +xy iy +... +x,, i, . En este caso, se dice

que el vector v depende linealmente de los vectores 4, Ug, ..., U,

Se dice que los vectores ;, Uy, ..., U, son linealmente dependientes (1.d) si al menos uno

n
de ellos es combinacién lineal de los restantes. En caso contrario, se dice que son linealmente
independientes (l.i.).

Como consecuencia de la definicién, dos vectores son linealmente dependientes si y solo
si son proporcionales.

Ejemplo 1: el conjunto{ 4 =(7,1,-7), v=(1,-2,4), w =(2,-1,1) } es un conjunto de vectores
linealmente dependientes ya que el vector U es combinacién lineal de v y w

U=(-3)7+5 W

Ejemplo 2: la pareja { u=(-3,-9,6), v =(-1,-3,2) } es un conjunto de vectores linealmente
dependientes ya que los vectores U y Vv son proporcionales: 4 =3V

Ejemplo 3: los vectores (1, 2, 4) y (2, 4, 7) son linealmente independientes ya que no son
proporcionales.

Ejemplo 4: el conjunto { (2, 5, -3), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) } es un conjunto de vectores
linealmente dependientes ya que el vector (2, 5, —3) es combinacion lineal de los restantes:

(2’ 5’_3):2(]—’ 0’ 0)+5(O’ 1’0)_8(0’ O’ 1)

Ejemplo 5: el conjunto { (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) } es un conjunto de vectores linealmente
independientes ya que es imposible expresar uno como combinacion lineal de los otros dos.

Dependencia lineal y rango de una matriz

Dado un conjunto de vectores de V3, el nimero maximo de vectores linealmente
independientes coincide con el rango de la matriz formada por dichos vectores.

Da igual que los vectores se coloquen dentro de la matriz ordenados por filas o por columnas,
ya que el niumero de filas linealmente independientes coincide con el nimero de columnas
linealmente independientes.

1 2 4
Ejemplo 1: en la matriz A=| 2 5 1| hay 2 vectores linealmente independientes
-1 -4 10

porque su rango es 2. Obsérvese que F; = 3F, - 2F,

Por ejemplo, los vectores i =(1,2,4) y v=(2,5,1) son linealmente independientes ya que no
son proporcionales. El vector w = (-1, —4,10) depende linealmente de los otros dos ya que

w=3u-2V
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1 2 4
Ejemplo 2: en la matriz A=| 2 5 1| hay, como maximo, 2 vectores linealmente
-1 -4 10
independientes ya que su rango es 2.

Por ejemplo, los vectores (1, 2, -1) y (2, 5, —4) son linealmente independientes ya que no son
proporcionales. El vector (4, 1, 10) depende linealmente de los otros dos ya que

(4,1,10)=18-(1, 2, -1) - 7- (2, 5, -4)

Expresado en funcién de las columnas de la matriz, se diria que C5 =18C; =7C,

1 2 4
Ejemplo 3: en la matriz A = 2 4 8| hay, como maximo, un solo vector linealmente
-3 -6 -12

independiente ya que su rango es 1.
El vector (2, 4, 8) depende linealmente del vector (1, 2, 4) ya que (2, 4, 8) =2-(1, 2, 4)
El vector (-3, —6, —12) depende linealmente del vector (1, 2, 4) ya que (-3, —6, -12) =-3-(1, 2, 4)

Expresado en funcién de las filas de la matriz, se diria que Fy, = 2F, y que F; = -3F,

Como consecuencia de todo lo dicho anteriormente, se tiene que:
1) En V3, el nimero maximo de vectores linealmente independientes es 3, ya que la
matriz formada por un nimero cualquiera de vectores tiene como maximo tres columnas.

2) Tres vectores de V3 son linealmente dependientes si y solo si es igual a cero el
determinante formado por los mismos.

Ejemplo 1: el conjunto { (1, 2, 4), (2, 5, 1), (-1, —4, 10) } es un conjunto de vectores 1.d. ya que
1 2 4

2 5 1|=50-2-32+20+4-40=0 (forman una matriz de rango 2)
-1 -4 10

Ejemplo 2: el conjunto { (1, 0, 1), (0, 1, 3), (1, 1, 2) }, es un conjunto de vectores l.1. ya que

1 01
0 1 3=2-1-3=-2#£0 (forman una matriz de rango 3)
1 1 2

Ejemplo 3: el conjunto { (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) } es un conjunto de vectores l.1. ya que
1 00

0 1 0=1#2£0 (forman una matriz de rango 3)
0 01
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3. Subespacios vectoriales.

Se llama subespacio vectorial generado por los vectores i, g, ..., U, Yy Se representa por
<i, i, ..., U,>

al conjunto de todas las combinaciones lineales posibles de los vectores 4;, Uy, ..., U, .

Al conjunto de vectores { u;, Uy, ..., U, } se les llama sistema de generadores de dicho

subespacio. Los vectores que forman un sistema de generadores no tienen por qué ser todos 1.i.

Recta vectorial o subespacio de dimension 1

Es el subespacio vectorial generado por un dnico vector (no nulo): <u>={alu /aeR}

Plano vectorial o subespacio de dimension 2

Es el subespacio vectorial generado por dos vectores (no nulos) linealmente independientes:
<a,v>={ala+blv/a,beR}

Espacio vectorial o (sub)espacio de dimensiéon 3

Es el (sub)espacio vectorial generado por tres vectores (no nulos) linealmente independientes,
es decir, el propio espacio vectorial V3.

<u,v,w>={xlu+ylv+zlw /x,y,zeR}=V3

4. Base de vectores. Coordenadas de un vector respecto de una base.

Se llama base de vectores de V3 a un conjunto {i;,Uy,U;} de vectores linealmente
independientes tales que cualquier otro vector de V3, puede expresarse como combinacién
lineal de 4;,u,y, ;.

Por lo tanto, se puede afirmar que tres vectores no nulos y linealmente independientes
forman una base de V3.

Una base ortogonal es la que esta formada por vectores tales que dos cualesquiera de ellos
son ortogonales (forman un angulo de 90°).

Si los tres vectores de una base, ademas de ortogonales, tienen médulo igual a uno, se dice que
forman una base ortonormal.

Se llaman coordenadas de un vector v respecto de una base B = {1;,ly,l3} en V3 ala
terna ordenada de nimeros reales (x,y, z) tales que v =x0i; +y iy +zig.

Las coordenadas de un vector dependen de la base respecto de la cual esté expresado. Dicho de
otra forma, un vector tiene coordenadas distintas respecto de bases distintas.

Ejemplo 1: el conjunto B={ (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1) } es una base de V3

Dado un vector cualquiera de V3, por ejemplo, v =(4, -2, 8), éste puede expresarse como
(47 _2a 8) = _3 ’ (1a 1: 0) +7 ’ (17 Oa 1) +1 ’ (Oa 13 1)

Por lo tanto, las coordenadas de v = (4, — 2, 8) respecto de la base B son v =(-3,7,1)
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Se llama base canénica de V3 al conjunto { (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) }. La base canénica
es un ejemplo de base ortonormal.

Ejemplo: el conjunto C ={ (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) } es la base candnica de V3
Dado un vector cualquiera de V3, por ejemplo, v =(4, —2, 8), éste puede expresarse como
4,-2,8=4-(1,0,0-2-(0,1,0)+8-(0, 0, 1)

Las coordenadas de v = (4, —2, 8) respecto de la base candnica C son vq =(4, -2, 8)

5. Producto escalar.

Dados 14,v € V3, se llama producto escalar de los vectores 4,v al ntmero real que resulta

de multiplicar sus médulos por el coseno del angulo que forman 4 y v, entendiendo como tal
al menor de los dos angulos posibles en el sentido de recorrido de 4 a v.

Gie v =[d| 0§| Ceos(d, )

Interpretacion geomeétrica: el producto escalar de dos vectores es igual al producto del
moédulo de uno de ellos por la proyeccién del otro sobre él.

Uev = |f1| Ed|\7| [tosa) |\7| [tosa es la proyeccion de v sobre u

Propiedades

P1. El producto escalar del vector 0 por otro vector cualquiera es el ndmero 0.

P2. Dos vectores no nulos son ortogonales si y solo si su producto escalar es cero.
ulv < 1uev=0,sitendou#0, vZ£0

Demostracién: si 4LV = GV =[d0¥€0s90° = Gev=[q(F]D = G-v=0

Por otra parte, si 4 v=0,con 1Z0, vZ0 = cos(i,¥)=0 = (4,v)=90° = ULV

P3. El médulo de un vector es igual a la raiz cuadrada del producto escalar de dicho vector

consigo mismo. Es decir, |f1| =+Jueu
Demostracién: @+ @ =i (i os(d, @) =[d° Ros0°=[a* O =[a] = [a|=+a-a
P4. Propiedad conmutativa: e v =ve i

P5. Propiedad distributiva respecto de la suma de vectores: G (V+w)=tUesvV+iew

P6. Propiedad homogénea: k(i v)=(kGi)e v =1u-* (kv)
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Expresion analitica del producto escalar de dos vectores

Dados los vectores 1,V e V3 tales que respecto de una base ortonormal B = {Y,j,f{} tienen

coordenadas U =(u;, uy, ug), Vv =(vy, vy, v3). El producto escalar de G y v es:
uev=u by tuy, gy +ug g

Demostracion:

Gev=(u; d+uy [ +uy EE)-(Vl 0+vy [ +vs k) =

=(uy By) [ e 1) +(uy Brg) Wi = J) +(uy Brg) W= o) +

+(uy Bry) [ » f)+(u2 y) - J) +(uy Bg) [ k) +

+(ug By) k= 1) + (ug Brg) [k » J) + (u Brg) Mk o k) =

=(uy Br) O+ (ug Brp) [0+ (uy Br3) [0 +

+(uy ) D+ (uy Brg) A+ (ug Brg) [0 +

+(ug ) [0+ (uz Bg) 0+ (ug Brg) A =uy By +uy By +ug Brg

Eijemplo: dados i =(1,-2,3), ¥ =(-3,1,5) Gev=10(-8)+(-2)[1+3[5=-3-2+15=10

Expresion analitica del modulo de un vector

Dado un vector 4 € V3 tal que respecto de una base ortonormal B = {i,], E} tiene
coordenadas 4 = (X, y, z). El médulo de u es:

Demostracion: |ﬁ| =Jleu = \/(xf +y]+ ZE) o (x1+yj+ ZE) = x2 +y2 +22

Expresion analitica del angulo formado por dos vectores

Dados los vectores @,V € V3 tales que respecto de una base ortonormal B = {1,],k} tienen
coordenadas U =(uy,uy, us), v =(vy, vy, vg). El d&ngulo a formado por 4,V es:

u; By +uy g +ug Vg

a= arccos(ﬁ—} = arccos - —— —
By \/u1 +uy” +ug E{/Vl +vy© + vy

Demostracién: nombrando como a al angulo formado por 4,V , se tiene que:

<l

ﬁ-\7=|ﬁ|E|}7|B:0sa = cosa=ﬁ = 0(=arccos(|§|.mJ

Ejemplo: el angulo formado por los vectores 1 =(4,-7,3), v=(-2,1,6) es

4(-2)+(-7) 1 +3 (8B

o = arccos = arccos = o [QJ87°
V42 + (=72 +32 /(- 2)2+12+62J (\/ E{/_J
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6. Producto vectorial.

Dados 1,V € V3, se llama producto vectorial de los vectores 4,V a otro vector representado

como 4LV y que se obtiene del siguiente modo:

Caso 1. S1 4,V son dos vectores no nulos y linealmente independientes, entonces 4 LV tiene:
a) Médulo = [i 09| =] {¥| Ren(d, v)

b) Direccién perpendicular al vector i y al vector v, respectivamente.

¢) Sentido igual al del avance de un tornillo que gira desde 4 hasta v siguiendo el angulo
menor de entre los dos posibles.

Cas02.Si =0 6 v=0 ¢ son linealmente dependientes, entonces @ 0V =0

Expresion analitica del producto vectorial

Dados los vectores 1,v € V3 tales que respecto de una base ortonormal B = {1, ] ,E} tienen

coordenadas U =(u;, uy, ug), Vv =(vy, vy, v3). El producto vectorial de G y Vv es:

i ok

uldv=u; uy ug

.l

Vi Vg V3

Ejemplo: dados los vectores 4 =(-1,2,3), v =(5,1,—4), su producto vectorial es el vector:
k
3|=-81+15] -1k -10k - 4] -3i =-117 +11j -11k

Obsérvese que:

ulCv=(-11,11,-11) tiene direccién perpendicular a la de 1 =(-1,2,3) ya que el producto
escalar de ambos es (—11)- (1) +11-2+(-11):3=11+22-33=0

ulv=(-11,11,-11) tiene direccién perpendicular a la de v =(5,1,—4) ya que el producto
escalar de ambos es (—-11)'5+11-1+(-11)(-4)=-55+11+44=0

Nota: el producto vectorial es anticonmutativo: 4 Cv =—(v C 1)

i 7k
$Od=[5 1 -4/=37+4j+10k+1k-15]+81 =111 -11j+11k es el opuesto de G C¥
-1 2 3

Interpretaciéon geométrica del producto vectorial

1. El médulo del vector 4LV es igual al area del paralelogramo que tiene por lados los
vectores U y V, respectivamente.

2. La mitad del médulo del vector 4LV es igual al area del triangulo determinado por los
vectores U y V, respectivamente.
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Ejemplo: el producto vectorial de 4 =(1, 3,-2), v=(-2,0,5) es uLv=(15,-1, 6)

i j k
G0v=[1 3 -2/=15i+4j+6k-5j=15i -] +6k
-2 0 5

El area del paralelogramo que tiene por lados los vectores 4 y v es

[G 07 =4/15% + (-1)% + 62 =/225+1+36 =262 016,2 u?

V262

El area del triangulo que tiene por lados los vectores 4 y v es % Elﬁ D\7| = 5 08,1 u?

7. Producto mixto.

Dados u,v,w € V3, se llama producto mixto de los vectores 1,v,w al ntmero real que

resulta de multiplicar escalarmente el vector U por el producto vectorial de v y w.

[4,9, %] =1 (v Ow)

Expresion analitica del producto mixto

Dados los vectores 4,v,w tales que respecto de una base ortonormal B = {i,j,k} tienen
coordenadas U =(u;,uy,u3),v =(vy, Vg, V3), W = (W]_,W2,W3). El producto mixto de 4,V,w es:

u; Ug Us
[4,v,w]=|v; vy V3

W Wg W3

Ejemplo: dados los vectores 4 =(2,3,-1), v=(-1,2,3), w=(5,1,—4), su producto mixto es:

2 3 -1
[Q,v,W]=|-1 2 3|=-16+45+1+10-6-12=22
5 1 -4

Interpretaciéon geométrica del producto mixto

1. El valor absoluto del producto mixto de tres vectores 4,v,w es igual al volumen del
paralelepipedo que tiene por aristas a los vectores 4,V ,w.

2. La sexta parte del valor absoluto del producto mixto de tres vectores U,V ,w es igual al
volumen del tetraedro determinado por los vectores u,v,w.

Ejemplo: el producto mixto de 4 =(2,3,-1), v=(-1,2,3), w=(5,1,-4) es [4,V,w]=22
El volumen del paralelepipedo que tiene por aristas a los vectores 4,V ,w es 22 u?

El volumen del tetraedro que tiene por aristas a los vectores 4,V ,w es 2—62 = % 03,67 us
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