DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS.
MATEMATICAS II DE 2°BACHILLERATO.

UNIDAD 9. DISTRIBUCIONES BINOMIAL Y NORMAL.

1IES LA BAHIA

1. Distribuciones discretas.

Dado un experimento aleatorio, se llama variable aleatoria a una funcién que a cada suceso
elemental del espacio muestral le hace corresponder un numero real. Se representa por X, Y,...
Las variables aleatorias pueden ser discretas o continuas:

— Discreta si, entre dos valores cualesquiera, solo puede tomar un nimero finito de valores.

— Continua si, entre dos valores cualesquiera, puede tomar infinitos valores.

Ejemplo 1: la variable aleatoria X = "nuimero de caras obtenidas al lanzar tres monedas", es
discreta ya que solo toma los valores 0, 1, 2, 3.

X:E—R xxx -0 xx¢c—1 xcx—1 cxx—1 xec—2 cxc—2 ccx—2 ccec— 3

Ejemplo 2: la variable aleatoria X = "suma de los puntos obtenidos al lanzar dos dados", es
discreta ya que solo toma los valores 2, 3, 4, 5,6, 7, 8,9, 10, 11, 12.

Ejemplo 3: la variable aleatoria X = "medida en cm del perimetro craneal", es continua ya que
puede tomar infinitos valores en el intervalo [60, 90]

Ejemplo 4: la variable aleatoria X = "tiempo de retraso en min. de un autobis que cubre una
determinada linea", es continua ya que puede tomar infinitos valores en el intervalo [0, 10]

Distribucion de probabilidad

Se llama distribucién de probabilidad de una variable aleatoria discreta X, a la funcién
que a cada valor de X asocia la probabilidad de que X tome dicho valor.
A la distribucién de probabilidad también se le suele llamar funcién de probabilidad.

Es frecuente que los valores de una distribucién discreta se expresen mediante una tabla:

X.

i X1 | X9 | ... | X X

n

Pi | Pr | P2 | ... | Pn-1 | Pn | donde p; +py +...p, =1

Ejemplo: en el experimento aleatorio consistente en lanzar dos dados al aire, el espacio
muestral es E ={(1,1), (1,2), (1,3), ..., (1, 6), (2,1), (2,2), ..., (2,6), ..., ..\, ..., (6,1), (6,2), ..., (6,6)}

Sobre este espacio muestral se puede definir define la variable aleatoria discreta
X ="suma de los puntos obtenidos al lanzar dos dados", que toma valores los valores naturales
comprendidos entre 2 y 12, ambos incluidos. Su distribucién de probabilidad es:

X, 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

p; | 1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36

Notacién: se suele escribir P(X=2)=1/36,P(X=3)=2/36, ..., P(X=12)=1/36
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Parametros de una variable aleatoria discreta

Los parametros mas usuales de una variable aleatoria son la media (o esperanza), la varianza
y la desviacién tipica. Se calculan de forma analoga a los parametros estadisticos.

Dada X una v. a. discreta con distribucién de probabilidad

X

1 X1 X2 Xn-1 Xn

Pi b1 P2 .. Pn-1 Pn

—la media (o esperanza) de X es el nimero real Y= ZXi b

. .2 s s ’ _ 2 )
—la desviacién tipica de X es el nimeroreal o= 1[Z:xi Ob; —

—la varianza de X es el cuadrado de la desviacién tipica, es decir, el nimero real o2.

Ejemplo: X ="suma de los puntos obtenidos al lanzar dos dados"

Xj 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

p; | 1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36

Media: =203 +30% +40° +500 +602 +700 +80% +90% +1005 +11 02 +12 0%
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

Media: p= % =7 puntos

o2 =40k +902 +160° +250% +360° +490° +640° +810% 410005 +
36 36 36 36 36 36 36 36 36

+121 Elg +144 Ell— —-72 =54,83-49 =5,83
36 36

Desviacién tipica: ¢ =+/5,83 = 2,41 puntos

2. Distribuciéon binomial.

Se llama prueba de Bernoulli a un experimento aleatorio con solo dos posibles resultados,
denominados "éxito" y "fracaso", teniendo en cuenta que la eleccién de dichos términos es
completamente arbitraria.

Ejemplos: pruebas de Bernoulli son:

— El resultado de lanzar una moneda (cara o cruz).

— El estado de una pieza recién fabricada (sin defecto o defectuosa).
— Un lanzamiento a canasta (enceste o fallo).

— El resultado de un examen (suspenso o aprobado)

Se llama experimento o experiencia binomial a la repeticion de n pruebas de Bernoulli
independientes y con la misma probabilidad p de éxito en cada repeticién. En una binomial:
— El niimero n de intentos (pruebas) es un nimero fijo.

— Cada intento tiene solamente dos posibles resultados.

— Cada intento es independiente de los demas. Por ello, la probabilidad p de éxito es la
misma en todas las repeticiones.
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Se llama variable aleatoria binomial a la que expresa el numero total de éxitos obtenidos
en un experimento binomial. Se representa por X = B(n; p), donde

n es el namero de repeticiones  p es la probabilidad de éxito en cada repeticién

Se llama distribucion binomial a la distribucion de probabilidad de una v. a. binomial.

Si X = B(n; p), la distribucion o funcion de probabilidad se obtiene con la siguiente férmula:

Or O0<r<n P(X=r)=(nJ[pr [{1-p)n*
r

n n! , . . . ,
Nota: ( j= ' ' es el numero combinatorio "n sobre r". Equivale al nimero de
r) r! in—ri.

combinaciones (no importa el orden) de r elementos (sin repeticién) elegidos entre n elementos.

Media y desviacion tipica de una variable aleatoria binomial

En toda variable aleatoria binomial X = B(n; p) se cumple que:

La media o esperanzaes H=nlp La desviacion tipica es 0 =+n[p 1l -p)
La varianza 02 =n [p 1l - p)

Ejemplo: en una caja con 6 bolas blancas y 4 bolas azules, se extraen 5 bolas devolviendo la
bola extraida despues de cada extraccion, es decir, con reemplazamiento.

Hallar la funcion de probabilidad de la v. a. X ="ntumero de bolas blancas extraidas", asi como
su media y su desviacion tipica.
X = B(5; 0,6) con n =5 repeticiones y probabilidad de éxito p = 0,6 porque:

— En cada extraccién solo hay dos posibles resultados: sacar bola blanca (éxito) o sacar bola
azul (fracaso).

— Cada extraccién es independiente de las demas.

— La probabilidad de sacar bola blanca en cada extracciéon es 6/10 = 0,6, que es la misma en
cada extraccion.

Una vez establecidos los valores de n y p, se puede calcular la distribucién de probabilidad:

5 5
P(0) = OJ [0,6° 0,45 =10 [0,01024 =0,01024 P(Q) = (J [0,6! (0,4* =5[D,6[0,0256 = 0,0768

5 5
P(2) = 2} 0,62 0,43 =100,36 0,064 =0,2304 P(3) = (3} ,6% 0,42 =10 0,216 0,16 = 0,3456

5 5
P@4) = 4} [0,6% [0,4' =5[0,1296 0,4 = 0,2592 P(5) = (J [0,6° [0,4° =10,07776 0 = 0,07776
Nota: obsérvese que la suma de todas las probabilidades es exactamente igual a 1.

Media: p=nlp=500,6 =3 es el nimero de bolas blancas esperadas.

Desviacion tipica: 6 =np {1 - p) = /50,6 0,4 =1,095
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3. Distribuciones continuas.

Se llama funcion de densidad (o de probabilidad) a aquella que:

1. Es no negativa en todo su dominio, es decir, f(x) =0 [Ox [0 Dom(f)

2. El area comprendida entre su grafica y el eje de abscisas es igual a 1.

Toda variable aleatoria continua tiene asociada una funcién de densidad, que es la que
determina su distribucién de probabilidad continua.

Si X es una v.a. continua, su funciéon de densidad permite hallar la probabilidad de que X tome
valores dentro de un intervalo [a, b], determinando asi su distribucién de probabilidad:

P(a < X < b) equivale al area encerrada por la grafica de la funciéon de densidad y el eje de

abscisas entre los valoresx =a y x=bh.

Obsérvese que la probabilidad de que una v. a. continua tome un tUnico valor es cero, es decir,
P(X =¢) = 0 (un tnico valor no determina area), y por lo tanto, P(a < X <b) =Pla<X <b)

Nota: graficamente, la funciéon de densidad de una v. a. continua es la curva a la que
tienden los histogramas de frecuencias relativas cuando la amplitud de los intervalos se va
haciendo cada vez mas pequefia.

4. Distribucién normal.

Se llama variable aleatoria normal de media p y desviacion tipica ¢ a una v. a.
continua cuya funcién de densidad tiene como grafica la curva o campana de Gauss.
Se representa por X = N(u; o)

_l[X;uf
Nota: la expresién analitica de la funcién de densidad es f(x) = 1 & 2\ 0

ov2m

Una variable aleatoria continua X tiene una distribucion normal si sus valores forman una
curva continua "con forma de campana". Cada distribucién normal tiene su propia media y su
propia desviacién tipica. Con independencia de cudl sea la media y la desviacidon tipica, todas
las distribuciones normales tienen la misma "forma bésica de campana".

Si X = N(p; o), la probabilidad de que X tome valores dentro de un intervalo [a, b], es decir,

P(a < X < b), coincide con el area encerrada por la curva de Gauss asociada a X y el eje de

abscisas entre los valoresx =a y x=bh.

P(a<X<b) P(X<b)
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Ejemplos: v. a. continuas que siguen una distribucién normal son:
— Las calificaciones de un examen.

— La talla o el peso de una poblacién.

— Tiempo de estancia de los enfermos en un hospital.

— Tiempo de vida til de los electrodomésticos producidos en una fabrica.

La distribucién normal es muy ttil para comparar individuos dentro de una misma poblacion.

Propiedades de la curva (campana) de Gauss

P1. Es simétrica respecto de la recta x = pu.

P2. Tiene un maximo local en el punto de abscisa x = .

Hay una elevacién en el centro, con colas que bajan por
ambos lados.

: i i X
H—20 p—0 W Wpto p+2o0

P3. Tiene dos puntos de inflexién, en los puntos de
abscisas x = p—o, X = puto, respectivamente.
Por lo tanto, la desviacién tipica coincide con la distancia entre media y puntos de inflexién.

P4. P(p—o < X < pt+o ) = 0,6826, lo que significa que aproximadamente el 68% de sus valores

se encuentran a no mas de una desviacion tipica respecto de la media.

P5. P( p—20 < X < pt+20 ) = 0,9544, lo que significa que aproximadamente el 95% de sus

valores se encuentran a no mas de dos desviaciones tipicas respecto de la media.

P6. Casi todos sus valores (aproximadamente el 99,7% de ellos) se encuentran a no mas de tres
desviaciones tipicas respecto de la media. Para valores de x > pt4do 6 x < p—4o, las

probabilidades son practicamente cero.

68,26% 95,44%

i . . X } . . X
H—o B pto n—20 n n+20

Calculo de probabilidades en una N(0; 1) mediante una tabla

Si una variable aleatoria normal tiene media p = 0 y desviacién tipica o = 1, recibe el nombre
de variable normal tipica o estandar. Se representa por Z = N(0; 1).

Las probabilidades en una v. a. normal tipica Z = N(0; 1) se pueden calcular mediante una
tabla, en la cual sélo aparecen aquellas del tipo P(Z < k), siendo 0 <k < 3,99.

Sik > 4, se suele aproximar P(Z <k)=1
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Ejemplo: para calcular P(Z < 1,76), se descompone 1,76 = 1,7 + 0,06; luego se cruza la fila del
valor 1,7 con la columna del valor 0,06 en la tabla, obteniéndose P(Z < 1,76) = 0,9608

Para el resto de los casos que se pueden presentar, hay que identificar la probabilidad que se
pide con el area correspondiente y después aprovechar la simetria de la curva de Gauss.

En los casos que siguen, las letras a, b, k representan niimeros reales positivos.

Caso 1. Pa<Z<b)=P(Z<b)-PZ<a)
Eiemplo: P(0,47 <7< 213) = P(Z < 2,13) - P(Z < 0,47) = 0,9834 — 0,6808 = 0,3026

Caso 2. P(Z2k) =1-P(Z <k)
Eiemplo: P(Z 20,74) =1 -P(Z < 0,74) =1 - 0,7704 = 0,2296

Caso 3. P(Z<-k)=P(Z=2k)=1-P(Z<k)
Ejemplo: P(Z<-2,26) =1-P(Z<2,26) =1-0,9881=0,0119

Caso 4. P(Z > -k) = P(Z < k)
Eiemplo: P(Z > -1,73) = P(Z <1,73) = 0,9582

Caso 5. P(~a<Z < -b)=P(Z <a)-P(Z < b)
Eiemplo: P(-2,13 < Z < -047) = P(Z < 2,13) - P(Z < 0,47) = 0,9834 - 0,6808 = 0,3026

Caso 6. P(ra<Z<b)=P(Z<b)-P(Z<-a)=P(Z<b)-[l -P(Z<a)]
Ejemplo: P(-1,27 < Z <1,66) = P(Z <1,66) - (1 - P(Z <1,27)) = 0,8495

Tipificacion de una variable aleatoria normal

Tipificar una v. a. normal X = N(u; o) consiste en transformarla en una v. a. normal tipica

Z = X-H con el objeto de calcular probabilidades en la tabla de una N(0; 1).
o

P(asXsb)zP(a_“sZsb_“j donde Z = N(0; 1)
(6] (6]

Ejemplo: dada una v. a. X = N(6; 2), para calcular P(6,3 < X < 9,4) se hace lo siguiente:

P(6,3<X <94) :P(%s 7 <

94-6

J =P(0,15<Z<1,7) =0,9554 - 0,5596 = 0,3958
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5. Aproximacion de una binomial por una normal.

El calculo de probabilidades en una variable X = B(n; p) se suele complicar demasiado cuando
el valor n del numero de repeticiones es muy grande. Es por ello que una binomial X = B(n; p)

se puede aproximar por una normal Y = N(np, 4/npq).

En la practica, se considera que la aproximacion es aceptable sin> 10, np >5 y nq > 5.

Por otro lado, como la probabilidad de que una v. a. continua tome un unico valor es cero, para
salvar este problema, se realiza un ajuste llamado correcciéon de Yates. Las situaciones
siguientes muestran como se aplica dicho ajuste:

PX=a)=Pa-05<Y<a+0,5)
[ un valor inico de la binomial se convierte en un intervalo de la normal ]

Pa<X<b)=P(a-05<Y <b+0,5)

Ejemplo: dada X = B(15; 0,5), si se usa la féormula caracteristica de la binomial, se obtienen
por ejemplo, PX=9) =0,1527 y P(8 <X< 12) =0,4963, que serian valores exactos.

En cambio, aproximando X por una normal Y = N(7,5; 1,94)
[np=15-0,5=17,5; \/npq = \/15 [0,5[0,5 01,94 ] y usando la correccién de Yates, se obtienen:

PX=9)=PE5<Y<95)=P 2210 7 9O-TD
1,94 1,94

j =0,1523

7,5-175 <7< 125-75
1,94 1,94

P(8<X<12)=P(75<Y<125) = P( j =0,4951

que, como se puede observar, son valores muy proéximos a los valores exactos.
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