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Alo largo de la historia de la humanidad han sido numerosos los ejemplos del poder destructivo
de los volcanes: erupciones catastroficas han producido cientos de miles de victimas, asi como in-
contables dafios materiales. Sin ir muy lejos, la figura 1 muestra los rios de lava originados como
consecuencia de la erupciéon de La Palma (Islas Canarias, Espafa) que comenzo6 el 19 de septiem-
bre y finaliz6 el 13 de diciembre de 2021, tras 85 dias de actividad ininterrumpida. El balance
final de danos causados ascendi6 a 842,33 millones de euros.

En contrapartida al riesgo que supone vivir en las inmediaciones de un volcan, estos proporcionan
recursos minerales, agricolas, energéticos..., es decir, muchos beneficios que podemos aprovechar
para facilitar nuestra vida. Los volcanes han sido piezas clave para la formacion de nuestro planeta.
Se asocian con el reciclado geolégico de la corteza terrestre y contribuyen al ciclo geologico del
carbono que, hoy en dia, los humanos estamos alterando. La pregunta es, si tan necesarios son
para el funcionamiento del planeta y tan beneficiosos para el desarrollo de nuestra vida sobre él,
iqué podemos hacer como cientificos para paliar los efectos de los peligros asociados con la acti-
vidad volcanica?

La erupcion mencionada, asi como la de Hunga Tonga (Reino de Tonga) ocurrida poco después
(15 de enero de 2022) y con una magnitud que ha causado efectos a nivel global, han puesto en la
orbita mediatica ciencias como la vulcanologia, que se encarga del estudio de los fen6menos vol-
canicos. Tradicionalmente, esta disciplina se encontraba restringida al ambito de la geologia, con
la que viajamos al pasado para obtener respuestas de como y cuando se formé la roca fundida
(magma) que da origen a una erupcion. No obstante, hoy en dia estudios sobre sismicidad, defor-
macion, gravedad, conductividad eléctrica..., permiten identificar regiones en las que se produce
la fusion de rocas vy, por tanto, el origen de los magmas asi como el tamafio y la forma de las zonas
en las que se acumula este material. Si con la geologia viajamos al pasado, con la fisica y las ma-
tematicas lo hacemos hacia el interior del volcan.

Desde el punto de vista matematico, el analisis e interpretacion de los datos registrados en estas
erupciones permitiran, con total certeza, mejorar modelos y herramientas utilizados para el co-

Figura 1. Bocas eruptivas y coladas de lava
emitidas de la erupcién de Cumbre Vieja en La
Palma (19/09/2021-13/12/2021).
Fuente: @eldiarioes
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nocimiento de sistemas magmaticos y, por tanto, mejorar la prevencion, mitigacioén y pronostico
de riesgos futuros en lugares como La Palma. Ademas, el alcance de estos fendmenos ofrece la
oportunidad de mostrar el uso de las matematicas para comprender mejor la naturaleza de los
volcanes.

El objetivo de este cuaderno, escrito con motivo del Dia Escolar de las Matematicas 2023, es in-
tentar mostrar algunas de la posibilidades que ofrecen los volcanes como recurso para ensenar y
aprender matematicas a la par que conocer un poco mas sobre ciencias de la Tierra y, en particular,
sobre vulcanologia. Para ello, se proponen una serie de actividades como recursos para el aula
que engloban desde el trabajo de bisqueda en una base de datos hasta como se interpretan los
cambios de forma que experimenta un volcan.

1. Periodo de retorno

El volcanismo ha jugado un papel muy importante en el pasado geologico del planeta, sin embargo,
a escala humana la actividad volcanica puede afectar de forma adversa a la sociedad. Aproxima-
damente 3000000 personas perdieron la vida entre los afios 1600 y 2010 como causa de la acti-
vidad volcanica en muchos puntos del planeta. Uno de los ejemplos mas famosos de tragedia
volcanica es la erupcion del Monte Pelée (Martinica) en 1902, donde perdieron la vida aproxima-
damente 30000 personas. En ese momento, se supuso que la erupcion seria similar a la ocurrida
en el afio 1851, en la que los habitantes de la poblacion de St. Pierre, situada a las faldas del volcan,
sufrieron principalmente los efectos de las cenizas expulsadas. Generalizar es dificil considerando
la complejidad de las erupciones volcanicas. Incluso en un mismo volcan, la localizacion, el tamaro,
estilo y ocurrencia de actividad tiende a cambiar.

Esta variabilidad natural, o incertidumbre de las erupciones volcanicas y de los riesgos asociados,
es muy dificil de cuantificar. Para hacerlo se realizan analisis probabilisticos que requieren la reco-
leccion y uso de gran cantidad de datos geologicos y geofisicos. Sin embargo, los datos son escasos
en la gran mayoria de volcanes. Actualmente existen algunas bases de datos que recopilan la infor-
macion que se utiliza en este tipo de analisis. Entre ellas, las mas conocidas son Global Volcanism
Program, GVP <https://volcano.si.edu/>y WOVOdat <https://www.wovodat.org/>.

Actividad 1

Esta actividad supone la busqueda en la base de datos del GVP <https://volcano.si.edu/> con el fin de
responder una serie de preguntas. Un volcan se considera activo si ha mostrado signos de actividad en
los ultimos 10000 afios (periodo correspondiente al Holoceno). De estos volcanes, icuantos han en-
trado en erupcidn? ¢ Cuantos volcanes se encuentran en erupcion hoy?, y, ien esta semana? ¢ Qué pai-
ses presentan un mayor niumero de volcanes que han entrado en erupcién? ¢ Cuantos volcanes activos
hay en Espana? ¢ Conoces alguno que haya entrado en erupcion recientemente?



S1 nos centramos en nuestras islas de origen volcanico, las Canarias, el registro historico del que
se tiene constancia comienza en el siglo XVI. Desde entonces se han confirmado 14 erupciones
volcanicas: 7 en La Palma (1585, 1646, 1677-1678, 1712, 1949, 1971 y 2021), 4 en Tenerife (1704~
1705, 1706, 1798 y 1909), 2 en Lanzarote (1730—-1736 y 1824) y la erupcién submarina de El Hie-
rro (2011-2012). La figura 2 muestra las erupciones histéricas en la isla de La Palma. Todas ellas
se han producido en distintas localizaciones. Si nos centramos en la mas reciente, su caracter fisural
fue responsable de que se abrieran varias bocas eruptivas. Ademas, su estilo varié repetidas veces
en el transcurso de la erupcion (efusivo, estromboliano y freatomagmatico).

Figura 2. Coladas de lava de las
erupciones histéricas de la isla de La
Palma. En rojo se muestra la colada
de la erupcidén de 2021. Esta colada

ocupa un drea de 1241,1 ha de

terreno frente a las 480 ha de la
erupcioén de El Charco (1712) o las
20 ha de Teneguia (1971).
Fuente: @VolcansCanarias

Actividad 2

Realiza una tabla para cada isla del archipiélago canario que contenga informacion de cuando se produ-
jeron sus erupciones histéricas y ordena estas erupuciones de forma cronoldgica. Incluye los afios trans-
curridos entre dos erupciones. Agrupa esta informacién en una Unica tabla y vuelve a realizar el mismo
procedimiento de ordenacién cronolégica y de los afios transcurridos entre dos erupciones aunque no
se hayan producido en una misma isla. Calcula la media de los afios transcurridos entre dos erupciones.

El tiempo de retorno es el tiempo estimado para que ocurra una nueva erupcion. En general, las
erupciones muy violentas tienen periodos de retorno de varios miles de anos, mientras que las
erupciones menos virulentas son mas frecuentes, con retornos de pocas decenas de afios. Dada la
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tasa de alimentacion del sistema magmatico de las Islas Canarias asi como el tipo de erupciones
que generalmente se producen, se estima que el tiempo medio de retorno es de 39 24 afnos para
erupciones efusivas y poco virulentas. Este intervalo se calcula mediante técnicas estadisticas a
partir de la tabla realizada considerando que las erupciones historicas que se han producido en
las islas son suficientemente representativas del volcanismo canario. Este tipo de estimaciones se
utiliza con el fin de realizar pronosticos probabilisticos de erupcion.

Actividad 3

éSe encuentra la media que has calculado dentro del intervalo indicado anteriormente? ¢ Qué ocurre
si realizamos una media ponderada considerando el nimero de veces que un intervalo de tiempo de-
terminado ha transcurrido sin erupciones?

El periodo de retorno o recurrencia es un concepto estadistico que indica hasta qué punto un su-
ceso puede considerarse como «raro». De forma exacta, se define como «la cantidad de tiempo
necesaria para que la probabilidad de ocurrencia de un determinado evento se distribuya de forma
uniforme en las unidades que componen dicha cantidad de tiempo». Asi, en el caso de las erup-
ciones en Canarias, el periodo de retorno mencionado no debe interpretarse como que es probable
que en 39 anos haya al menos una erupcion, sino que indica que la probabilidad de que se pro-
duzca una erupcion en un afno cualquiera de los que comprenden los 39 anos es de P=1/39=0,03,
es decir, de un 3 %.

Actividad 4

Si P es la probabilidad de que en un afio se produzca una o mas de una erupcién, 1—P sera la probabi-
lidad de que en un afio no haya erupcién. Puesto que las erupciones son sucesos independientes, ¢ cual
es la probabilidad de que en un intervalo de 39 afios no haya ninguna erupcién? Finalmente, ¢cual es
la probabilidad de que se produzcan una o mas erupciones en un periodo de 39 afos? Esta probabilidad
define el riesgo de que haya una erupcion en los préximos 39 afos.

2. Indice de Explosividad volcanica (IEV)

En el punto anterior hemos mencionado el caracter mas o menos virulento de las erupciones vol-
canicas. Sin lugar a dudas, las erupciones volcanicas constituyen una de las manifestaciones mas
potentes e impresionantes de la naturaleza. El Indice de Explosividad Volcanica (IEV) es una escala
de 8 grados con la que se mide la magnitud o nivel de explosividad de una erupcién volcanica y
se corresponde con un crecimiento exponencial de 10" con =0, ..., 8. El indice comprende varios
parametros cuantificables de la actividad volcanica. Por ejemplo, se considera el volumen total de
los productos emitidos por el volcan (lava, piroclastos, ceniza volcanica), altura alcanzada por la
nube eruptiva, duracién de erupcion, inyeccion troposférica y estratosférica de productos expul-



sados, y algunos otros factores sintomaticos. La tabla 1 muestra la clasificacion de una erupcion
en funcion del IEV. A mayor valor en la escala, la peligrosidad del volcan aumenta exponencial-
mente, de forma que un aumento de | indica una erupcion 10 veces mas potente y peligrosa que
la que tiene un IEV de 0; de 2 es 100 veces mas y asi sucesivamente.

Las cinco grandes extinciones de la historia geologica del planeta, incluida la de los dinosaurios
acaecida hace 66 millones de afios, han sido atribuidas a distintos fenémenos entre los que
destacan, por ejemplo, los asteroides o las supererupciones volcanicas. Las supererupciones
son las mas explosivas de la escala con un IEV =8. Son erupciones muy poco habituales con
un periodo de retorno aproximado de 10 000 anos. Aunque los registros geologicos evidencian
que ha habido erupciones de este tipo en la historia del planeta como la que originé la caldera
de Yellowstone (EE.UU.) hace aproximadamente 640 000 afios, no se cuentan con registros de
este tipo de erupciones en los tltimos 10 000 anos. No obstante, la historia de la humanidad si
ha sido testigo de erupciones devastadoras. Algunas de las erupciones historicas mas potentes
son:

— Huaynaputina, 1600: IEV = 6.
— Korakatoa, 1883: IEV = 6.

— Santa Maria, 1902: IEV = 6.
— Novarupta, 1912: IEV = 6.

— Pinatubo, 1991: IEV = 6.

El 15 de enero de 2022, casi un mes después de finalizar la erupcion de la isla de La Palma, la
actividad registrada en el volcan Hunga Tonga dio lugar a una gran erupcién explosiva (figura
3). Mientras que la de La Palma tuvo lugar en un volcan terrestre, el volcan Hunga Tonga se
encuentra semisumergido en el mar, lo que hace que las erupciones tengan un caracter mas
explosivo dadas las reacciones quimicas que se desencadenan cuando el magma se mezcla con
el agua. Ademas, este volcan se encuentra en el Anillo de Fuego del Pacifico, una zona de sub-
duccion en la que las erupciones son mas explosivas. Esto no ocurre, por ejemplo, en Canarias
ya que el archipiélago se encuentra localizado en un «hotspot» o punto caliente. Mientras que

la erupciéon de La Palma present6 un IEV medio de 2, Hunga Tonga se caracterizé por un
IEV =5.

Tabla 1. indice de Explosividad Volcanica (IEV)
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Actividad 5

Compara los efectos y magnitud de las dos erupciones. Para ello, ten en cuenta la Tabla 1 y la definicién
del IEV.

Actividad 6

Recaba informacién acerca de los efectos producidos por las dos erupciones. A finales de noviembre
de 2021, aunque el caracter efusivo con episodios explosivos muy puntuales de la erupcion de La Palma
no cambio, el Plan de Emergencias de VOLcanes CAnarios (PEVOLCA), decidié aumentar el IEV a 3, ¢a
qué crees que se debid este cambio?

Figura 3. Imagenes de satélite mostrando
la virulencia de la erupcion del volcan
Hunga Tonga (Indonesia).
Fuente: Copernicus/ESA/Sentinel Hub,
PlanetLabs, Maxar



EIIEV proporciona una medida de la magnitud de una erupcién volcanica considerandola como
un fenémeno geoldgico aislado. Sin embargo, estimar el riesgo que entrafia una erupcion o la ac-
tividad volcanica en una determinada zona es algo mucho mas complejo, ya que conlleva estimar
los peligros asociados asi como la interaccion de estos con el medio y actividades humanas.

A diferencia de otros riesgos que pueden desencadenar desastres naturales, el riesgo volcanico se
debe estimar considerando multiples factores de peligro. La mayoria de los peligros volcanicos
estan relacionados con las erupciones, sin embargo, algunos de ellos pueden producirse sin nece-
sidad de una erupcion. En general, se distinguen seis tipos principales: caida de tefra, coladas o
flujos de lava, lahares o flujos de lodo, gases volcanicos, flujos piroclasticos y deslizamientos o ava-
lanchas (figura 4).

Los estudios de peligrosidad en zonas volcanicas se realizan centrandose en cada uno de estos pe-
ligros definiendo su magnitud y alcance. Para estimar el peligro que entrana una colada de lava
hemos de tener en cuenta tanto el camino que seguira la lava como su velocidad. Estos factores
dependen principalmente de la topografia del terreno, de las propiedades fisicas de la lava (espe-
cialmente de la viscosidad) y del ritmo de emision. En general, las lavas muy fluidas, es decir poco
viscosas, tienden a ocupar grandes extensiones de terreno con poco espesor, mientras que las lavas
mas viscosas se acumulan en extensiones menores de mayor altura. Lejos del centro de emision,
la velocidad tipica de las lavas es de pocos metros por hora ya que al enfriarse su viscosidad au-
menta ralentizando el flujo. Las coladas de lava ocasionadas durante la erupcion de la isla de La
Palma han ocupado un area 1225 ha y un volumen de 200 -10° km® (figura 5). Esto ha supuesto
danos a cultivos, instalaciones, vias de comunicacién y una pérdida de 1345 viviendas segun los
datos del Cabildo Insular de La Palma <https://www.cabildodelapalma.es/es>.

Figura 4. Principales peligros volcanicos. Aparte de los
mencionados en el texto podemos incluir peligros como
la lluvia acida, generada al mezclarse los gases emitidos

con la atmésfera en determinadas condiciones
meteoroldgicas y los tsunamis en islas ocednicas o
zonas costeras desencadenados por la llegada al mar de
nubes piroclasticas o deslizamientos del terreno.
Fuente:USGS <https://pubs.usgs.gov/>
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Figura 5. Altura de las coladas de lava originadas por la erupcién de La Palma. Esta altura se ha obtenido a partir
de los modelos de elevacion generados mediante imagenes de la mision Pléiades de la Agencia Espacial Europea.
Fuente: @BelartJoaquin

Actividad 7

Pilar es una amante del peligro, le gusta ir a escalar los crateres de volcanes activos. De repente, un
ruido ensordecedor la deja sin aliento y decide salir rapidamente del volcan tomando todas las pre-
cauciones. El borde del crater del volcan se encuentra a una altura de 1345 m sobre el nivel del mar
mientras que Pilar, al oir el ruido se encuentra en el interior del crater a una altitud de 1321 m. ¢ Cuantos
metros le faltan a Pilar por recorrer para alcanzar el crater del volcan? Pilar se encontrard a salvo cuando
esté fuera del volcan a 1150 metros de altitud, ¢ cudntos metros recorrera en total?

Actividad 8

Pilar escala a una velocidad constante. La siguiente tabla muestra a qué cotas se encuentra Pilar en
distintos instantes de tiempo medido en segundos:



Tiempo (1) Cota (C)

0 segundos 1321 metros
4 segundos 1 324 metros
12 segundos 1330 metros

24 segundos 1339 metros

Tabla 2. Altitud de Pilar en el
interior del crater en distintos
instantes de tiempo desde el
comienzo de su ascenso hasta el
crater

¢Cuantos segundos tarda Pilar en alcanzar el crater? ¢ Qué velocidad de escalada lleva? Representa
graficamente la funcion C(T). ¢ Qué pendiente tiene la recta obtenida?

En caso de crisis en zonas como La Palma, que presentan un caracter eruptivo principalmente de
tipo efusivo, uno de los peligros principales a tener en cuenta son las coladas de lava, por lo que se
elaboran mapas de peligrosidad (figura 6) en los que se simula hacia donde se dirige el material,
indicando la probabilidad de que una zona determinada sea alcanzada por la lava.

La simulacion de la dindmica y el recorrido de coladas de lava es un problema complejo debido a
que la lava posee un comportamiento de fluido no-newtoniano. Ademas, sus propiedades fisicas,
como la viscosidad, cambian como consecuencia de su enfriamiento, lo que genera la aparicion
de taneles al solidificarse la parte superior en contacto con la atmésfera y cambios en la topografia
original. Hasta ahora, los modelos fisicos propuestos para realizar estas simulaciones no describen
globalmente todos estos fendmenos observables sino solo algunos de ellos. Los modelos probabi-
listicos son los mas apropiados en caso de crisis, ya que no requieren del conocimiento de muchos
parametros fisicos, dificiles de determinar en caso de emergencia. Estos modelos reflejan, princi-
palmente, la influencia de la topografia sobre el camino seguido por las coladas.

Figura 6. Mapa de peligrosidad donde se
muestra la probabilidad que tiene una
zona determinada del terreno de ser
invadida por la lava.
Fuente: IGN, 20/09/2021
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Supongamos que la zona representada mediante la cuadricula de la figura 7 es una zona volcanica en
la que el crater de un volcan se encuentra centrado en la celda resaltada en rojo.

Figura 7. Cuadricula hipotética del terreno. En cada
celda se representa la elevacion media de todos los
puntos que conforman la celda.

Emergencias da una alerta porque ha advertido que el volcan ha entrado en erupcion. ¢ Qué camino
sigue la colada de lava originada por la erupcién? En este caso, el nimero de cada celda de la cuadricula
indica la elevacién media (h) de los puntos de la zona englobados en dicha celda. Dicha elevacidn se
obtiene a partir de un Modelo Digital de Elevaciones (MDE). La lava sigue un camino de maxima pen-
diente, es decir, continua por la celda que verifica que h,>h_ donde h . coni=1, ..., n, es la elevacion de
las celdas que rodean la localizacion del crater y h; la elevacion de la celda en la que se encuentra el
crater. Colorea en verde las parcelas por las que la lava no va a fluir; en rojo por donde crees que va a
ir la lava, en naranja por donde crees que a lo mejor va y en amarillo por donde ird muy poca lava.

Considera las ocho celdas que rodean la celda en la que se encuentra el crater del volcan. En este caso
y como la lava sigue un camino de maxima pendiente, esta continta por la celda que verifica que h,>h
donde h. coni=1, .., 8, es la elevacion de cada una de las ocho celdas mencionadas anteriormente y
h, la elevacion de la celda en la que se encuentra el crater. Considerando este esquema, équé camino
sigue la lava?

Los modelos probabilisticos como el mostrado en la figura 6 siguen un esquema de este tipo con-
siderando la topografia del terreno. Para obtener estos modelos, la superficie del terreno se divide
en celdas como las de la cuadricula anterior y a cada celda se le asigna una probabilidad que de-
pende de su elevacion.



Actividad 11

MaRiA CHARCO ROMERO

Considera la cuadricula anterior y asigna probabilidades a cada una de las celdas del camino que sigue
la lava. Para ello, considera que la probabilidad de que la lava se desplace a la celda i es:
d

p= ,.
d,+d,+d,+d,+d_+d +d +d,

i

donde B h,,—h0 si hi—h0>0
Osi h—h <0

En general, la eleccion de la celda por la que fluira la lava se realiza de forma aleatoria mediante
un algoritmo de Montecarlo. Para evitar efectos de estancamiento que se pueden producir en
zonas planas o de pequena pendiente se introducen ciertos criterios para detener la simulacion.
Este tipo de simulaciones se realiza reiteradamente. La eleccion del camino mas probable se efecttia
considerando el niimero de veces que una celda ha sido cruzada por la lava.

4. Vigilancia volcanica mediante técnicas geodésicas

Hasta ahora hemos considerado factores meramente probabilisticos para establecer el riesgo de
una posible erupcion o de alguno de sus peligros asociados. Sin embargo, la experiencia nos dice
que los volcanes vigilados, generalmente avisan y muestran signos de su actividad interna. Y, aun-
que no podemos descender a las profundidades para observar in situ dicha actividad como pro-
ponia Julio Verne en su Vigje al centro de la Tierra, podemos registrar, medir y analizar dichos signos
sobre la superficie terrestre con el fin de inferir los mecanismos que causan dicha actividad. Entre
los signos que somos capaces de registrar, medir y analizar se encuentran los terremotos, los gases
emitidos y las deformaciones del terreno.

En La Palma, terremotos y deformaciones fueron clave para el pronoéstico a corto plazo de la erup-
ci6on iniciada en septiembre de 2021. Los terremotos comenzaron a registrarse una semana antes
de la erupcion. En los dias previos, los temblores fueron migrando hacia la superficie y se detectd
un aumento de la deformacion del terreno, que se acelerd en las horas previas a la erupcion. Esto
no sucedi6 en otras crisis sismicas recientes vividas en la isla como las de octubre de 2017 o febrero
de 2018, por lo que en 2021 se dispararon las alertas.

La figura 8 muestra un esquema conceptual en el que observamos cémo el terreno se deforma, es
decir, se desplaza como consecuencia del cambio de volumen que la entrada o salida de magma
produce en el reservorio. Las deformaciones o cambios de forma y/o volumen observados en
zonas volcanicas son objeto de estudio de una disciplina conocida como «geodesia volcanica».

Frente a técnicas clasicas, los avances tecnologicos de las tltimas décadas han permitido que el
uso de satélites artificiales se estandarice en la vigilancia de zonas volcanicas. Asi, los Sistemas Glo-
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bales de Navegacion por Satélite (GNSS) y técnicas de teledeteccion como la Interferometria con
Radar de Apertura Sintética (InSAR) permiten registrar de forma precisa la deformacion del te-
rreno con una gran resolucion espacial y temporal. Como ejemplo, la figura 9 muestra la defor-
macion registrada en La Palma en los dias previos a la erupcion mediante la técnica InSAR. Las
franjas de color indican un movimiento del terreno en la direccion del satélite.

Figura 8. a. La entrada de magma en un reservorio provoca un cambio de volumen que se traduce en una
inflacién de la superficie terrestre. b. La inflacion de la superficie se puede registrar mediante técnicas
geodésicas. c. El terreno se hincha hasta que se supera el limite de ruptura de los materiales que lo
conforman. A partir de este momento se generan fracturas que pueden dar lugar a terremotos y por las que el
magma puede viajar hacia la superficie terrestre.

Fuente: <https://www.usgs.gov/>

Figura 9. Interferogramas de La Palma en geometria ascendente del 14-20 de septiembre de 2021
(izquierda) y descendente del 16-22 de septiembre (derecha) obtenidos mediante imagenes
Copernicus Sentinel-1. Cada franja de color representa un movimiento del terreno en la direccién
del satélite de 2,8 cm.

Fuente: <https://info.igme.es/eventos/Erupcion-volcanica-la-palma/informacion-igme>



Nos vamos a centrar en como se determina este movimiento con el uso de sistemas de navegacion
a los que ya estamos acostumbrados, puesto que nuestros moéviles llevan incorporadas numerosas
funcionalidades que hacen uso de estos sistemas. En concreto, uno de ellos es el sistema estadou-
nidense GPS (Global Positioning System) con el que podemos detectar variaciones de la posicion
de un punto en el espacio tridimensional con precisiones milimétricas.

La constelacion GPS cuenta con 24 satélites artificiales situados a una altitud de 20 350 km sobre
la superficie terrestre (figura 10). Para que el sistema cubra toda la superficie terrestre en 24 horas
es necesario que cada uno de los satélites orbite dos veces alrededor de la Tierra en ese periodo
de tiempo. Los satélites emiten sefiales de radio que se repiten de forma periddica y que pueden
ser registradas por un observador situado en la Tierra mediante una antena y un receptor de la
sefial, como los que llevan incorporados nuestros moéviles. Conociendo la velocidad de propagacion
de la senal emitida por el satélite y el tiempo que esta tarda en propagarse desde el satélite hasta
el receptor, podemos determinar la distancia entre el satélite y el receptor. Este proceso puede ase-
mejarse al que realizamos cuando hay una tormenta: cuando vemos el rayo, comenzamos a contar
hasta que oimos el trueno. De esta forma, podemos concluir que el rayo ha caido en algin lugar
que se encuentra aproximadamente a 1, 2, 3... km de nuestra posicion. La pregunta es como de-
terminamos la posicion del receptor a partir de esa distancia.

Si bien la localizacion de un receptor mediante GPS se produce en el espacio tridimensional, po-
demos considerar un modelo bidimensional simplificado que permite ilustrar de forma sencilla
algunos conceptos matematicos involucrados en el proceso de localizacion.

Figura 10. Orbitas de los 24
satélites que forman la constelaciéon
GPS con la que obtenemos
coordenadas de puntos sobre la
superficie terrestre.
Fuente: <https://seos-project.eu>

Actividad 12

Dia ESCOLAR DE LAS MATEMATICAS

Sean S,y S, dos satélites artificiales de posicion conocida. Esta posicion viene dada por las coordenadas
(0,0)y (0, /) en el sistema cartesiano de coordenadas. El receptor, R, se encuentra a un distancia d, del
satélite S, y a una distancia d, del satélite S,. Considerando el teorema de Pitdgoras y la formula de
Herdn determina las coordenadas de la posicion del receptor R.

MaRiA CHARCO ROMERO

12 DE MAYO DE 2023



12 DE MAYO DE 2023 LAS MATEMATICAS DE LOS VOLCANES

Dia ESCOLAR DE LAS MATEMATICAS

Actividad 13

A fin de ilustrar cdmo seria el calculo en espacio tridimensional, se pueden considerar tres satélites
que se encuentran sobre el plano z=0 situados en S (0, 0, 0), S,(/, 0, 0) y S,(a, b, 0). Sea R(x,, ¥,, Z,)
la posicion del receptor. Conocidas las distancias d,, d, y d, de R a cada uno de los satélites, determina
su posicion.

Estos son dos ejemplos ilustrativos del principio geométrico de trilateracion que se utiliza para de-
terminar las coordenadas de un punto de la superficie terrestre mediante GPS (figura 11). La rea-
lidad es algo mas compleja ya que el tiempo de viaje de la sefial no se conoce de forma precisa,
por lo que en lugar de tres satélites, como los indicados en la Actividad 12, necesitamos al menos 4.
Generalmente, se consideran todos los satélites visibles por el observador, por lo que tendremos
que resolver un sistema con mas ecuaciones que incognitas. Ademas, el calculo de la posicion se
puede complicar un poco, ya que la senal viaja a través de la atmosfera, lo que perturba la velocidad
de la senal. A esto hay que anadir que la elevada velocidad de la senal (velocidad de la luz) hace
que debamos considerar efectos relativistas.

Para obtener las deformaciones del terreno o variaciones temporales de la posicion de un punto
de la superficie terrestre que se producen, en nuestro caso, como consecuencia del transporte de
magma en el interior del medio, bastaria con realizar observaciones en dos instantes de tiempo
diferentes y observar si las coordenadas del punto han variado de un instante a otro.

Figura 11. Principio geométrico de
trilateracion en el plano que se utiliza para
determinar la posicion de un punto de la
superficie terrestre mediante el sistema GPS.
Fuente:
<https://reglasyrelojes.wordpress.com>



5. Modelizacion fisico-matematica: pronodstico sobre el fin
de una erupcion volcanica

19 de septiembre de 2021, 12:10 UTC: El Instituto Geografico Nacional (IGN) anuncia el co-
mienzo de la erupcion en la isla de La Palma en la zona de Cabeza de Vaca (El Paso). Los palmeros
pasan de la magia a la tragedia en escasos minutos. Los dias transcurren y, aunque es relativamente
sencillo calcular la magnitud de la erupcion volcanica (IEV), el gran impacto socio-econémico de
la erupcion da paso a la pregunta de cuando acabara la tragedia.

Los estudios de peligrosidad volcanica responden fundamentalmente a tres cuestiones: ;qué pro-
babilidad hay de que se produzca una erupcion en un plazo determinado?; ;donde se situaran el
centro o los centros de emision de la erupcion?, y, ;como y cuando acabara la erupcion? La primera
cuestion conlleva la realizacion de analisis de probabilidad de erupcién considerando definiciones
como el periodo de retorno mientras que las otras dos conllevan, ademas de cuestiones probabi-
listicas, el analisis de datos, como los que se registran con GPS, mediante modelos fisico-matema-
ticos. Nos vamos a centrar en como, a través del estudio y analisis de deformaciones, podemos
hacer un pronostico del final de una erupcion.

En erupciones efusivas como la de La Palma, la dinamica de fluidos, tras ciertas hipétesis sobre
las propiedades fisico-quimicas del magma asi como sobre la geometria del sistema de bombeo
del volcan, proporciona la relaciéon entre el cambio de volumen del reservorio en un instante ¢, f{¢),
y el cambio de volumen que registraba el reservorio en el instante de inicio de la erupcion, V:

Fioy=c "y

0

donde £ se conoce como tiempo de relajacion del sistema. Esta sencilla relacion se cumple siempre
que el sistema sea cerrado, es decir, cuando el reservorio o camara magmatica no recibe nuevas
aportaciones de magma desde el comienzo de la erupcion. En el instante ¢=£:

fh=e"v, =Ly =037.7

e

es decir, el volumen de lava emitido, o de forma equivalente, la pérdida de volumen del reser-
vorio desde el momento en que se produce la erupcién, decae exponencialmente y se corres-
ponde con un 37 % del cambio de volumen que tenia el reservorio en el instante de inicio de la
erupcion.

Actividad 14

Si el tiempo de relajacion del sistema es de 22 dias, es decir, k=22 midiendo t en dias, ¢cuantos dias
hacen falta aproximadamente para que la pérdida de volumen del reservorio sea un 5% del cambio
de volumen que tenia el reservorio al inicio de la erupcion? ¢Y del 1%?
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Actividad 15

Si el volumen al iniciarse la erupcién es de 200000 m3, ¢ qué volumen de magma quedara cuando hayan
pasado 15 dias?

Actividad 16

Representa graficamente la serie de volumen desde t=0 hasta t=T, siendo T el instante de tiempo co-
rrespondiente a una pérdida de volumen del 1% considerando el volumen inicial dado en la actividad
anterior.

Actividad 17

Sea la siguiente tabla que relaciona la cantidad de lava que hay bajo la tierra de un volcan, y el porcen-
taje de lava que queda pasados unos dias:

Momento de la erupcion  Dia 5 Dia 15 Dia 25 Dia 40  Dia 65

100 % 80 % 50% 32% 16 % 5%

Te vamos a dar cinco imagenes (figura 12) para que puedas colorear las reservas de magma del volcan
en el momento de la erupcién y pasados 5, 15, 25, 40 y 65 dias.

Figura 12. Esquema para el coloreado de las fracciones de
volumen que quedan en el reservorio en los dias sucesivos
al comienzo de la erupcion.

Actividad 18

El magma en su ascenso por flotabilidad hacia la superficie terrestre encuentra varios obstaculos lo
que hace que llegado un momento determinado, el sistema vuelva a estar en equilibrio y la erupcién
se acabe. Supongamos que este equilibrio se alcanza cuando f(t) €[0,01-V,, 0,05-V,], o lo que es lo
mismo, cuando el volumen del reservorio se encuentra entre el 1% y el 5% del volumen inicial. La
erupcion de La Palma finalizé el dia 13 de diciembre de 2021, ése encuentra esta fecha en ese intervalo?
Si es asi, ¢podemos conocer el porcentaje aproximado de volumen que ha perdido el sistema desde el
inicio de la erupcidn?



Actividad 19

MaRiA CHARCO ROMERO

El tiempo de relajacion depende de las propiedades de los magmas emitidos, que se pueden determi-
nar mediante técnicas geoquimicas, y de la geometria del sistema que se puede determinar de forma
indirecta. Todas estas técnicas dependen de medidas que presentan errores. Teniendo esto en cuenta,
¢el modelo propuesto habria sido valido para realizar un prondstico para el final de la erupcion en La
Palma?
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