DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS.
MATEMATICAS I DE 1°BACHILLERATO.

UNIDAD 2. LIMITE DE UNA FUNCION. CONTINUIDAD.

1IES LA BAHIA

1. Limite de una funcién en un punto.
Limite lateral por la izquierdaen x=c

Si para toda sucesién de valores del dominio de f menores que ¢, cada vez mas proximos al
numeroreal ¢c(x - ¢ ):

— sus correspondientes imagenes se aproximan cada vez mas al nimero real L, entonces se
dice que lim f(x) = L

X-C

2 _
Ejemplo: analizar el limite lateral por la izquierdaenc=1 de f(x) = x-1
X —
x 10,9]10,99 | 0,999 — 1- . x2-1
lim =2
f(x) | 1,9 1,99 | 1,999 -2 1 x-1

— sus correspondientes imagenes son cada vez mayores con signo positivo, superando a

cualquier valor por grande que sea, entonces se dice que lim f(x) = +o
X-c™

Ejemplo: analizar el limite lateral por la izquierda enc=2 de f(x) = %
-X
x [1,9]1,99 | 1,999 — 2- lim ~ 4o
f(x) | 10 | 100 | 1 000 — 40 | x.2- 2-Xx

— sus correspondientes imagenes son cada vez menores con signo negativo, superando a

cualquier valor por pequenio (negativo) que sea, entonces se dice que lim f(x) = —o
X—>c™

Ejemplo: analizar el limite lateral por la izquierda enc =3 de f(x) = %
X —
x | 291]299 | 2,999 — 3" lim - o
f(x) | —10 | =100 | —1 000 ——0 | x.3-x-3

Limite lateral por la derecha en x=c

Si para toda sucesion de valores del dominio de f mayores que ¢, cada vez mas préximos al
numero real ¢ (x - c¢*):

— sus correspondientes imagenes se aproximan cada vez mas al nimero real L, entonces se
dice que lim f(x)=L
+

X-C

2 _
Ejemplo: analizar el limite lateral por la derecha enc=1 de f(x) = x7 -1
x |1,1]1,01] 1,001 — 1t T x2-1_ 9
fx) | 2,1 ] 2,012,001 S2 | N1 T
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— sus correspondientes imigenes son cada vez menores con signo negativo, superando a
cualquier valor por pequeno (negativo) que sea, entonces se dice que hm f(x)=-o

X—»C
Ejemplo: analizar el limite lateral por la derecha enc =2 de f(x) = %
X
x | 2,1]201] 2001 |..|—>2F lim - o
f(x) [-10 | =100 | -1 000 | ... | > —0 | x_.92* 2—-X

— sus correspondientes imagenes son cada vez mayores con signo positivo, superando a

cualquier valor por grande que sea, entonces se dice que 11m f(x) =+
X - C

Ejemplo: analizar el limite lateral por la derecha en ¢ =3 de f(x) = %
x |3,1]301]3,001]...|] —» 3" lim — 4o
f(x) | 10 | 100 | 1000 |...| >+ | x_3+ x-3

Limite de una funciéon en un punto de abscisa x=c¢

Para que exista el limite de una funciéon en un punto, los limites laterales en dicho
punto han de ser iguales. Es decir:

1) Si 11m f(x)= 11m f(x) =L, entonces se dice que lim f(x) =L

XAC X->C
2 _ 2 _ 2 _
Ejemplo: lim = 1=2 porque lim o1 lim = 1=2
x-1 x-1 x-17 x—1 x-1* x—1

2) Silim f(x)= 11m f(x) =+, entonces se dice que lim f(x) = +o

X-co XAC X->C
Ejemplo: hm;—ﬂo porque lim ———— 1 = lim ;—ﬂo
x-3 (x— )2 X3 (X—3)2 x-3" (x — 3)2

3) Silim f(x) = 11m f(x) = -, entonces se dice que lim f(x) = —o

X-co XHC X->C
-1 -1 -1

Ejemplo: 11m—2=—oo porque lim — = lim —5 =
-0 X x-07 X x-0%" X

Si los limites laterales de una funcién en un punto no son iguales, dicho limite no
existe.

= —00

. , , 1
Ejemplo: lim no existe porque lim =+00 # lim
x-22-X x-27 2-X x-2% 2-X

Nota: el valor del limite de una funcién en x = ¢ es independiente del valor que la funcién
tome en x = ¢. Es mas, la funcién no tiene por qué estar definida en x = c¢. Ni siquiera tiene por
qué existir f(c), la imagen del valor c.
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2. Limite de una funcidén en el infinito.
Limite de una funciéon cuando la variable x tiende a mas infinito

Si para toda sucesién de valores del dominio de f cada vez mayores con signo positivo,
superando a cualquier valor por grande que sea (X — +o0):

— sus correspondientes imagenes se aproximan cada vez mas al nimero real L, entonces se
dice que lim f(x) =L

X — +oo
Ejemplo: analizar el limite cuando x — +o de f(x) = 3;_(1
X
x | 100 |1000]10000 |... | — 4+ lim 3x _3
f(x) 2,97 12,997 [ 2,9997 | ...| =53 | x-+0ox+1

— sus correspondientes imagenes son cada vez mayores con signo positivo, superando a

cualquier valor por grande que sea, entonces se dice que lim f(x) = +oo
X — +0o

Ejemplo: analizar el limite cuando x — +o de f(x) =x3 +2x2 -1

X 10 100 1 000 co | 2 F0 | lim x3 +2x%2 -1 =40

f(x) | 11991019999 1001999999 |...| > 400 | *=7

— sus correspondientes imagenes son cada vez menores con signo negativo, superando a
cualquier valor por pequenio (negativo) que sea, entonces se dice que lim f(x) = -

X — +0o
Ejemplo: analizar el limite cuando x — +w de f(x) = —x? +2x2 -1
X 10 100 1 000 ee. | = F00 lim -x24+2x2-1=-

f(x) | =801 | =980 001 | —998 000 001 | ... | > —o0 | *~*®

Limite de una funcién cuando la variable x tiende a menos infinito

Si para toda sucesion de valores del dominio de f cada vez menores con signo negativo,
superando a cualquier valor por pequeno (negativo) que sea ( X — —o0):

— sus correspondientes imagenes se aproximan cada vez mas al nimero real L, entonces se
dice que lim f(x) =L

X — —00

Ejemplo: analizar el limite cuando x — —o0 de f(x) = 3f1
X

x | —100|[-1000|-10000 | ... | > —© lim 3x _3
f(x) | 3,03 | 3,003 | 3,0003 |...|] 3 | xo-wox+1

— sus correspondientes imagenes son cada vez mayores con signo positivo, superando a
cualquier valor por grande que sea, entonces se dice que lim f(x) = +o

X - —00

Ejemplo: analizar el limite cuando x — —o de f(x) =x2 +2x -1

X —10 | =100 -1 000 ves | ™ —00 Hm x2+2x-1=4w

f(x) | 79 97991997999 |...| >+ | *=7%
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— sus correspondientes imagenes son cada vez menores con signo negativo, superando a
cualquier valor por pequenio (negativo) que sea, entonces se dice que lim f(x) = -

X — —00
Ejemplo: analizar el limite cuando x — —o de f(x) =x® +2x2 -1
X -10 -100 -1 000 vee | ™ —00 lim x2+2x2-1=-
f(x) | =801 | =980 001 | —998 000 001 — 0 | X7

3. Calculo de limites.

Operaciones con limites

Dadas dos funciones f, g, silos limites lim f(x), lim g(x) son finitos (el simbolo [ representa
X - X -0

a un numero real ¢, +oo 6 —0), entonces se cumplen las siguientes propiedades:
P1. lim (f(x) £ g(x)) = lim f(x) £ lim g(x)
X -0 X - [ x -

P2. lim (f(x) [g(x)) = lim f(x) Oim g(x)
x -0 x -0 x -0

£(x) lim f(x)
P3. lim = %= (siendo lim g(x) 20)
x- 0\ g(x) hran(x) x-0
P4. 1imD(k f(x)) =k [lime(x) Mk eR)
lim g(x)
P5. lim f(x)8® = (lim f (x)j’“D (ambos limites no simultaneamente cero)
x -0 x-0

P6. lim g(f(x)) = g(lim f(x)j
x-0 x-0

Significado de la notacion

Notaciéon Significado

—0 Tiende a cero

—k Tiende a un nimero real k
— +w Tiende a m4as infinito

— —© Tiende a menos infinito

Nota: en los casos en los que aparece como resultado final — « sin precisar el signo, hay que
averiguar dicho signo. Para ello, hay que razonar con los signos y las operaciones incluidas en
la funcién cuyo limite se pretende calcular.
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Algebra de limites

A continuacién se recogen todos los casos que se pueden presentar al calcular el limite de una
funcién y = f(x) cuando la variable x tiende a un niimero real ¢, +o 6 —oo.

(CaSO ].) ﬂ = 00 (Caso 2) ;k = 0 (Caso 3) ;OO = 00
(Caso 4) (- +oo+00) =+ (Caso 5) (- —o0 — ) =—c0 (Caso 6) (- wxk)=oo

(Caso7) (- ©)[(—- 0)=00 (Cas08) (- kz0)[{— o) =

(Caso 9) (- k>1)(=*) =+0 (Caso10) (- k>1)-" =0

(Caso 11) (- k<1)(=*) =0 (Caso12) (- k<1)(~™) = +o0

(Caso 13) (- 0)(~¥>0 =0 (Caso 14) (- 0)(=+) =0

(Caso 15) (- 0)~k<0 =+ (Caso 16) (- 0)(~™) = +oo

(Caso 17) (- +00)(~k>0) =100 (Caso 18) (- +w0)(=*°) = +oo

(Caso 19) (- +o)("k<W =0 (Caso20) (- +o)(=™) =0

Indeterminaciones

Se dice que el calculo de un limite presenta una indeterminacion si no se puede conocer el
resultado de forma inmediata. Con la palabra indeterminacién se quiere decir que hay una
situacién inicial de incertidumbre: el resultado final del limite puede ser un nimero real L,
puede ser +oo 6 puede ser —o. Por ello, para cada tipo de indeterminacion hay que aplicar
una técnica especifica que permita resolver la indeterminacién y llegar al resultado final.

Hay siete casos de indeterminacién, que son los siguientes:

- ;8 Lt | (2 0)(o®) | (o )0 | (L 00 | (1)
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Calculo de limites
1. Calculo del limite de una funcién en un punto.

Para calcular lim f(x) se sustituye x por el namero real ¢ y se realizan las operaciones.
X ->C

Ejemplos: limx2=9 lim 5x _~-10 lim v5x +1 =+/-9 no existe
X-3 x-2X—-5H 3 X - =2
x2 9 2 9
lim =~ =+ lim = =-m
x-3"x—-3 ot X-3 X — 0~

2. Calculo del limite de una funcién polinémica en el infinito.

Dado un polinomio P(x) de grado n siendo A el coeficiente de su término de mayor grado:

SiA>0 = XHTOO P(x) = +o0 SiA<0 = Xlir?oc P(x) = -
S1iA>0,npar = Xlirzloo P(x) =+ SiA>0, nimpar = Xlirzloo P(x) = -
SiA<O,npar = Xlirzloo P(x) = - SiA<0, nimpar = Xlirzloo P(x) =+
Ejemplos: xliriloo 5x3 —2x2 —8x +7 = +o0 xliriloo -5x4 -2x3 -8x +7=-»
Xlir{loo 5x% —2x3 —8x +7 = +o0 XHIE» 5x3 —2x2 —8x +7 = —o0
Xlir{lm—5x4—2x3—8x+7:—oo Xlir£1°o—5x3—2x2—8x+7:+00

3. Calculo del limite de una funcidén racional en el infinito.

., . P , : )
Dada una funcién racional f(x) = % y segun se deduce de lo explicado en el caso anterior,
X
, ., Px) , ) .., S
en el calculo del lim ( se obtendria la indeterminacién ——.
X — too X — 00

Esta indeterminacion se resuelve segun el siguiente analisis:

Caso 3.1. Si grado(P(x)) = grado(Q(x)), entonces lim Px) = A
xoto Q(x) B

siendo A y B los coeficientes de los términos de mayor grado de P(x) y Q(x), respectivamente.

PG

Caso 3.2. Si grado(P(x)) < grado(Q(x)), entonces lim =0 Aqui se incluye el caso en

x 1o Q(X)
el que el numerador es constante (un valor constante se considera un polinomio de grado cero).
Caso 3.3. Si grado(P(x)) > grado(Q(x)), entonces lim Px) = too im Px) = too

o Q(X) o Q(X)

El signo final del resultado depende de los signos de las tendencias de P(x) y Q(x).

Eiemplos: lm 4X3+2x—1:é lim 4x3+2x—1:é lim 4x2+2x—1:
SRS T 3 -2 3 xo-o  3x3 -2 3 xot+o  3x3 -2
4x3 +2x -1 _ . —4x3+2x -1 _ . 4x3+2x -1 _
lim ————— =+ im — = = m =22 = ——
Xot0  3x2 -2 X - +00 3x2 -2 Xo-o 3x2-2
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4. Indeterminaciéon - +co -0 con raices.

La indeterminacion +c — o aparece en el calculo de limites como

HI? JPE) —Q(x) =40 -0 § lit}} JP(x) = Q(x) = +00 — 00

Para resolver esta indeterminacion, hay que multiplicar y dividir por su expresion conjugada.
Después se simplifica la fraccién resultante, obteniéndose una nueva fraccién y finalmente se
aplica el mismo limite a la nueva fraccién.

Resulta de utilidad saber que, en un limite en el que x — 4+ /x — —0, la raiz cuadrada de
un polinomio se puede sustituir por la raiz cuadrada de su monomio de mayor grado, ya que el
resto de los términos son irrelevantes en la tendencia final del polinomio.

Ejemplo 1:

; 2 o — 1 (VX2+3X—X)N\/X2+3x+x)_ B 3x
Ilm Yx#+3x—-x=+0-0= lim = lim ———
X — +00 X - +00 [XZ +3x +Xx X — +00 X2 +3x +x

= lim 2% = ljm 2X=3
XH+°°«/X2 +x X-tw 2x 2
Ejemplo 2:

lim Vx%+x —x2 -5x =+ -c0 = lim (Vx? +x —Vx? - 5%) [Wx? +x +\/x2—5x):
X - +o00 X - +00 \/X2+X+\/X2—5X
x? +x - (x% - 5x) 6x

= lim = m ——% = ym &=
xo40 \Jx2 4 x +4/x2 —Bx X0 4x2 +4/x2 x-tw 2X

. ... -0 . .
5. Indeterminaciobn —— sin raices.

—

Dada una funcién racional y = P(x) , siendo lim P(x) = 0 , para resolver esta indeterminacion,
Q(x) x-cQ(x) 0
hay que descomponer en factores P(x) y Q(x), después simplificar ZEX; y aplicar finalmente el
X
mismo limite a la nueva fracciéon obtenida.
2 _ - - _ _
Ejemplo 1: lim — = —0x*6  _ 0 _y,  =DMx=3) _y =8 _-1

x-2 x5 -x2 -3x+2 _a_xH2(x—2)E{x2+x—1) _xﬂ2(x2+x—1) 5

) x2-3x 0 x[(x—-3) x-3
Ejemplo 2: lim ————— =—=1lim ————— =lim =
x-04x2+3x 0 x-0x[(4x+3) x-04x+3

6. Indeterminacion (- 0)[(- )

Para resolver la indeterminacién (- 0)[(- ), hay que operar y reducir las expresiones

algebraicas que aparezcan, obteniéndose una nueva expresioén y aplicar finalmente el mismo
limite a la nueva expresion.

Ejemplo:

2 _ —_9_ — 2 _ _
Iim (x+1) X—3—1 =+0[D = lim (x+1) &j: im —2x7-4x -2 =-92
X - +00 x2 +2x -1 X - +00 x2 +2x -1 X - +00 x2 +2x -1
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7. Calculo del limite de una funcion definida a trozos en un punto—-frontera.

y fi(x) si x<c ] .
Dada una funcién f(x) = . para calcular lim f(x), hay que calcular los limites
fo(x) si x2c X e
laterales de f en x =c, siendo lim f(x) = hm fix) ¥y hm f(x) = hm fo(x)

lim f(x)= lim x? =4

2 3 < X 27 X - 27
Eiemplo 1: f(x) ={ . ) SboX —Z = lim f(x) = 4
- > X >
x x sbox hm f(x)= lim x3-2x=4
- 2* x - 2%
Obsérvese que lim f(x) = lim x? =+ lim f(x)= lim x3 -2x =+
X — —00 X — —00 X — +oo X — +oo
)
6-x2 . . lim f(x) = lim 6:‘4 =1
- —?l_ —?l_ .
Ejemplo 2: f(x)={ X7t 4 * * x = lin} f(x) no existe
Tox siox>1 lim £(x) = lim 7-x =6
)
Obsérvese que lim f(x)= lim " = +oo lim f(x)= lim 7-x=-
X —» —00 X > -0 X X — +oo X — +oo

8. Indeterminacién - +o -0 sin raices.

Para resolver la indeterminacién + o —oc en una expresién sin raices cuadradas, hay que
operar y reducir las expresiones algebraicas que aparezcan, obteniéndose una nueva expresion
y aplicar finalmente el mismo limite a la nueva expresion.

Biemplo 1: lim —~ —— 1 = to-o= lfm 721 = jjm XL 23—
" xn2tx-2 x2-4 x-2¢ x2 -4 x-2"x2 -4 0F
. X . 1-xOx+1) _,, 1-x2-x -1
Eemplo2: - =400—-00o=]im ———— 2 ={m —— " = = -0
x-1"x2-1 x-1 x-1* x2 -1 x-1t x2 -1 o

=
. ., 0 ,
9. Indeterminacion —— con raices.

—

Dada una funcién de y = f(x) con alguna de las cuatro formas siguientes:

_ VP& -yQ®) _VPx) -Qk) R(x) __Rx

y=
R(x) R(x) VP() -{Qx) T P® -a®
siendo lim f(x) =%, para calcular dicho limite, se multiplica y se divide por la expresién
X->C

conjugada de la que tiene la raiz cuadrada, se simplifica la expresion resultante obteniéndose
una nueva expresion y aplicar finalmente el mismo limite a la nueva expresion.

Ejemplo:

lim V3x +4 - (V3x+4 - X)E{\/3X+4+X) 3x +4 —x2
xe4 x4 (x —4)(V3x +4 +x) X~4(x DWEx 4 +x)
-(x+1)(x—-4) - Hm -(x+1) _—_5

— lm
x-4 (x-4)W3x+4 +x) x-443x+4+x 8

9lm
0 x-4
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4. Asintotas de una funcién.

En general, se llama asintota de una funcién y = f(x) a una recta a la que se aproxima cada
vez mas la grafica de la funcién, cuando la variable x — 4o/ x — —0 / x — c¢. Segun la
inclinacion de la asintota, ésta puede ser horizontal, vertical u oblicua.

(Puede la grafica de una funcién cortar a una de sus asintotas? Si, pero esto solo puede ocurrir
en valores pequenos, en valor absoluto, de x.
4.1. Asintota horizontal.

Se dice que la recta y =k es una asintota horizontal (AH) de una funcién f si
lim f(x)=k 6 lim f(x)=k

X — +oo X — —00
y y
" SIS iz ¢ EETE—— - b o O k B yk
y X
X X X

8x —
X +
posicién de la grafica respecto de la asintota.

Ejemplo: averiguar si la funcion f(x) = tiene asintotas horizontales y determinar la

lim 8x -1 =§=4 lim 8x -1 =§=4 = larectay =4 es asintota horizontal de f(x)
x-+o0 2x+3 2 x--02X+3 2

— Para determinar la posicion de la grafica respecto de la asintota y = 4 en la zona derecha
del eje X, se elige un valor suficientemente lejano del cero, por ejemplo, x = 1000 y se compara
su imagen f(1000) con el valor y = 4.

£(1000) = % 03,99 es menor que 4 = el trazo de la grafica esta por debajo de la AH

— Para determinar la posicién de la grafica respecto de la asintota y = 4 en la zona izquierda

del eje X, se elige un valor suficientemente lejano del cero, por ejemplo, x = —1000 y se
compara su imagen f(—1000) con el valor y = 4.
£(~1000) = — 8001

- 04,007 es mayor que 4 = el trazo de la grafica esta por arriba de la AH
Algunas aclaraciones:
1. Las funciones polindmicas (entre otras) no tienen asintotas horizontales.

2. Hay funciones que tienen una asintota horizontal por los dos lados, tanto por el positivo
como por el negativo, del eje de abscisas.

3. Hay funciones que tienen una asintota horizontal sélo por uno de los dos lados, el positivo o
el negativo, del eje de abscisas.

4. Hay funciones que tienen dos asintotas horizontales distintas: una por el lado positivo del
eje X y otra diferente por el lado negativo de dicho eje.
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4.2. Asintota vertical.

Se dice que la recta x =c¢ es una asintota vertical (AV) de una funciéon f si

lim+ f(x) =+ 6 lim f(x) = oo

| A J 1

X X

T Y o | oo

En las asintotas verticales hay que elegir adecuadamente los valores en los cuales llevar a
cabo el calculo de limites laterales. No se debe perder tiempo probando con valores al azar.

Los valores en los que es factible la existencia de una asintota vertical se suelen elegir entre
los que anulan algiin denominador de la funcion.

Ejemplo: averiguar si la funcion f(x) =—1 tiene asintotas verticales. En caso afirmativo,
X +

determinar la posicién de la grafica respecto de la asintota.

lim 2x _“2_ -0 lim X _Z2. +0 = larectax=-1 es asintota vertical de f(x)
x--1*x+1 0 x--1"x+1 07

Para determinar la posicién de la grafica respecto de la asintota x = -1 a derecha o izquierda
de —1, se observa el signo del infinito en el resultado del limite:

— Si es +o0o, esto implica que el trazo de la grafica esta arriba acercandose a la AV sin tocarla.

— Si es —o0, esto implica que el trazo de la grafica est4 abajo acercandose a la AV sin tocarla.

Nota: otra posibilidad que se analizara mas adelante, es la existencia de asintotas verticales
en valores que son extremos abiertos de intervalos del dominio de la funcién.

Ejemplo: como el dominio de f(x) =Inx es el intervalo (0, +«), el valor x = 0 seria un candidato
para asintota vertical en esta funcién.

De hecho, la recta x = 0 es asintota vertical de la funcién f(x) =Ilnx porque lim Inx =-o
X—>0+

Algunas aclaraciones:
1. Las funciones polindmicas (entre otras) no tienen asintotas verticales.

2. Hay funciones que tienen una asintota vertical por los dos lados, tanto a la derecha como a
la izquierda de x = c.

3. Hay funciones que tienen una asintota vertical sélo por uno de los dos lados, a la izquierda o
a la derecha de x =c.

4. Hay funciones que tienen dos o mas asintotas verticales distintas, e incluso un nimero
infinito de ellas.
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4.3. Asintota oblicua.

Se dice que la recta y =mx +n es una asintota oblicua (AO) de una funciéon f si

m= lim @,—:o

X »>x00 X

[ m es un nimero real distinto de cero ]

n= lim (f(x)-mx) [nesunnamero real]

X — *oo

Ejemplo: averiguar si la funcion f(x) = tiene asintotas oblicuas. En caso afirmativo,

x2 +

determinar la posicién de la grafica respecto de la asintota.

3

X
, 2 , x3 .
m= lim X2*2X = i, X =120
X - %00 X X > %00 X5 + %2

ET) i) Y 4 ) 0 2 4 [] [
. x3 , - 2x?2
n=Ilm|—-1x|=1lim | ———— |=-2 N
xo+o | X2 +92x x-z20 | X2 +92x

y=mx +n y=1x-2 y=x-2

La recta y =x—2 es asintota oblicua de f(x)

— Para determinar la posicion de la grafica respecto de la asintota y = x—2 en la zona derecha
del eje X, se elige un valor suficientemente lejano del cero, por ejemplo, x = 100 y se compara
su imagen f(100) con el valor que toma la asintota, en este casoy = 100-2 = 98

1003

f100) = ————
(100) 1002 +2000

098,04 > 98 = el trazo de la grafica esta por arriba de la AO

— Para determinar la posicion de la grafica respecto de la asintota y = x—2 en la zona
izquierda del eje X, se elige un valor suficientemente lejano del cero, por ejemplo, x =—-100 y
se compara su imagen f(—100) con el valor que toma la asintota, en este caso y = -100-2 = —-102

(-100)3
(-100)2 + 2 [{-100)

f(-100) = 0-102,04 < —-102 = el trazo de la grafica esta debajo de la AO
Algunas aclaraciones:
1. Las funciones polinémicas (entre otras) no tienen asintotas oblicuas.

2. Hay funciones que tienen una asintota oblicua por los dos lados del eje de abscisas, tanto
por el lado positivo como por el lado negativo.
3. (Puede una funcién tener asintotas horizontales y oblicuas a la vez? Depende.

Una funcién no puede tener asintota horizontal y asintota oblicua a la vez por el mismo lado
del eje de abscisas. Sin embargo, la respuesta es que si es posible, siempre que sean distintos
lados del eje de abscisas.
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5. Continuidad de una funcién. Tipos de discontinuidad.

Continuidad en un punto
Una funcién f es continua en un punto de abscisa x = ¢ si se cumplen los tres requisitos
siguientes:

(1) f(c) es un ntumero real (2) lim f(x) es un ntmero real 3) lim f(x) =1f(c)

Nota: todas las funciones definidas por una sola expresién analitica son continuas en todos los
puntos de su dominio. En cambio, una funcién definida a trozos no tiene por qué ser continua
en un punto de su dominio.

Tipos de discontinuidad

Una funcién f es discontinua en un punto de abscisa x = ¢ si no cumple alguno de los
tres requisitos que exige la definicion de continuidad. Segun esto, existen tres tipos de
discontinuidad: evitable, de salto finito o de salto infinito.

Tipo 1. La funcidn tiene una discontinuidad evitable en x = c¢ si ocurre alguna de estas dos
situaciones:

1.1) Existe lim f(x) y existe f(c) pero lim f(x) # f(c)

X->C

1.2) Existe lim f(x) pero no existe f(c)

X->C
. . 6-x2 si x#1 . . o .
Ejemplo 1: la funcién f(x)= 5 ) . tiene una discontinuidad evitable en el punto
si x=
de abscisax =1 ya que
lim f(x) = lim (6-x2)=5 lim f(x)= lim (6-x2)=5 = limf(x)=5 = f(1)=3
x-17 X -1 x-1* x-1* x-1

El limite cuando x — 1 existe y es igual a 5 pero es distinto de la imagen de 1

2 _
Ejemplo 2: la funciéon f(x) = %2);8 tiene una discontinuidad evitable en el punto de
X% —2x
abscisa x = 2 ya que
2 4+2x - - + +
lim f(x) = lim xT+2x-8 =9 =lim x=2)0x+4) = 1im = 4 =3 pero f(2) =9 no existe.

Tipo 2. La funcion tiene una discontinuidad de salto finito en x = ¢ si los limites laterales en
dicho punto son ambos ntimeros reales distintos.

2 _ 1 <
Ejemplo : la funcién f(x) = X7 -1 S? x<3 tiene una discontinuidad de salto finito
-x2+4x-1 si x>3
en el punto de abscisa x = 3 ya que
lim f(x)= lim (x2-1)=8 lim f(x)= lim (-x2 +4x-1)=2
X - 37 X -3 X—>3+ X—>3+
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Tipo 3. La funcién tiene una discontinuidad de salto infinito en x = ¢ si ocurre alguna de
estas dos situaciones:

3.1) Los limites laterales en dicho punto son ambos infinitos.
3.2) Uno de los limites laterales es infinito y el otro es un niimero real.

3x +1

Ejemplo: la funcién f(x) = —2= "= tiene una discontinuidad de salto infinito en x = 1 ya que
; , =3x+1_ -2
5 lim f(x) = lim 3L=—=+oo
4 X1 x-17 x-1 0~
o X . =3x+1_-2
8 7 6 -5 -4 -3 -2 -1_1/3 172345 67 8 hm f(X) = 111’1’1 —3X = = —00
_///f x-1* x-1" x-1 o*

Continuidad lateral

Se dice que una funcién f es continua por la derechaenx=c¢ si lim+ f(x) =1f(c)
X->C

Se dice que una funcién f es continua por la izquierdaen x=c¢ si lim f(x) =f(c)
X->C—

6. Funciéon exponencial.

Dado a O R, a >0, a # 1, funciéon exponencial de base a es la que tiene por expresién

analitica f(x) =a*. Salvo restriccién impuesta en el enunciado o consecuencia del contexto, su

dominio es todo R y su recorrido es el intervalo (0, +o0)

Una funcién del tipo f(x) =a* es continua en todo R, corta al eje Y en el punto (0, 1) y no

corta al eje X. El resto de propiedades dependen de que la base sea un valor mayor que uno o
bien un valor comprendido entre cero y uno.

Creciente lim a¥ =+ lim a* =0
Sia>1 X — oo X
en todo R Tiene una rama parabdlica (IC) La rectay =0 es AH
Decreciente lim a* =0 lim a* =+
Si0<a<l1 X oo X-—®
en todo R La rectay =0es AH Tiene una rama parabdlica (IIC)

Las graficas de dos funciones del tipo y =a*, y = (—j son simétricas respecto del eje Y.
a
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Ejemplo 1: para representar graficamente la funciéon y = 2%, se hace lo siguiente:

Se construye una tabla de valores dando valores a la variable x, a izquierda y derecha de x = 0:

X | ... -5 —4 -3 -2 |-1]0]1]2|3] 4| 5
y|..[0,03125]|0,0625|0,125 02505 |1|2|4|8]| 16| 32
Dom(f) = (—OO, +OO) ReC(f) = (O’ +OO) 87Y
Continua en todo R Creciente en todo R 7]
Corta al eje Y en el punto (0, 1) y no corta al eje X 6
x| 10 20 30 ~ 4o 23
y 102411048576 1073741824 | - +o 4
lim 2% =+ Tiene una rama parabdlica (IC) 3]
X — too
2]
X -10 —20 -30 - —0 ]
y | 0,00098 | 0,00000095 | 0,0000000009 | - O /
0 X
lim 2¥ =0 Larectay=0es AH 4 3 2 -1 Jo 1 2 3 4
X —» —0 _17

: : y 1Y .
Ejemplo 2: para representar graficamente la funcién y = (§J , se hace lo siguiente:

Se construye una tabla de valores dando valores a la variable x, a izquierda y derecha de x = 0:

X|..|-5|-4]|-3|-2]|-1|]0] 1 2 3 4 5
y|...|32]|16| 8 | 4 | 2 ]11]0,56]0,25] 0,125 0,0625 | 0,03125
Dom(f) = (—OO, +OO) ReC(f) = (O’ +OO)

Continua en todo R Decreciente en todo R

Corta al eje Y en el punto (0, 1) y no corta al eje X

X 10 20 50 - Foo

y | 0,00098 | 0,00000095 | 0,0000000009 | - O

lim (lJ =0 La rectay =0es AH

X — +00

x| —-10 -20 —50 - —%
y 10241048576 | 1073741824 | - +o
1 X -4 - - -
lim (Ej = +o0 Tiene una rama parabdlica (IIC) -1

Obsérvese que las graficas de las funciones y =2%, y = (Ej son simétricas respecto del eje Y.
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Calculo de dominios

Las funciones cuya expresién analitica son del tipo f(x) =a8®, donde a OR, a> 0, a # 1, son

el resultado de componer una funcién g con una funcién del tipo y = a*

Salvo restriccién impuesta en el enunciado o consecuencia del contexto, el dominio de una
funcién del tipo f(x) =a8® coincide con el dominio de g(x).

Ejemplo 1: f(x)=2x'*3*1  Dom() =R

2x-1
Ejemplo 2: f(x) = 3x*-4 Dom() = {xOR/ x2-4#20}=R—{-2, 2}
_3x
Ejemplo 3: f(x)=2x"+4 Dom(f) =R
Ejemplo 4: f(x) =2V3x*6 Dom(f) = { xR/ 3x+6 =0} = [-2, +x)
Ejemplo 5: f(x)=3Vx*1 Dom(f) = {xOR / x2 =120} = (-0, —1] U [1, +o0)
Ejemplo 6: f(x) = 2);+18 Dom(f) ={xOR/ 2*-820} =R -{3}
Ejemplo 7: f(x) = X; Dom(f) = R
Eiemplo 8: f(x) = ;fj; Dom() = {xOR / x +120 02X =8 %0} = [-1, 8) U (3, +)

7. Funcion logaritmica.

Dado a O R, a > 0, a # 1, funcion logaritmica de base a es la que tiene por expresion
analitica f(x) =log, x. Salvo restriccién impuesta en el enunciado o consecuencia del contexto,

su dominio es el intervalo (0, +w) y el recorrido es todo R.

Una funcién del tipo f(x) =log, x es continua en todo su dominio, no corta al eje Y y corta al

eje X en el punto (1, 0). El resto de propiedades dependen de que la base sea un valor mayor
que 1 o bien un valor comprendido entre O y 1.

Sia>1 Creciente xliq-loo loga X = xlij;[)l+ loga X =~
en (0,4 | Piene una rama parabélica (IC) | La recta x = 0 es AV
. lim log X = —00 lim log X = +00
Sio<a<1 Decrgmfnte Jim log, Tim log,
en (0, +) | Piene una rama parabélica IVC) | La recta x = 0 es AV

Las graficas de dos funciones del tipo y =log, x, y =log;/, x son simétricas respecto del eje X.
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Ejemplo: para representar graficamente la funciéon y = Inx, se hace lo siguiente:

Se construye una tabla de valores dando valores a la variable x, a izquierda y derecha de x = 0:

Xx|../0001]0,01| 0,1 05 |1]e] 10| 20 | 30

y|..| 69 -46|-23]-069]0]1]23]|299]34

Dom(f) = (0, +o) Rec(f) = (—o0, +0)

Continua en (0, +o)  Creciente en (0, +oo) 4]y

Corta al eje X en el punto (1, 0) y no corta al eje Y

x| 1000 | 10000] 100000 | — +oo lim Inx = +o0 ] (e 1)

y| 69 9,2 115 | - 40 | ¥ O’ )
Tiene una rama parabdlica (IC) -1 o/ 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x | 0,001 | 0,0001 | 0,00001 | . 0* | limInx=—

v| =69 | -9.2 | —11,5 | — - )

Larectax=0es AV

Las funciones exponencial y logaritmica de la misma base son funciones reciprocas
f(x)=a* : R - (0, +») f71(x) =log, x: (0, ) - R

Demostracién:

Para hallar la reciproca de y = a*, se intercambian las letras x e y, obteniéndose x =a¥

Ahora se despeja y de la expresion x =aY¥. Por definiciéon de logaritmo en base a de x, se
deduce que y =log, x. Por lo tanto, f!(x) =log, x

Obsérvese que el resultado de componer ambas funciones es la funcién identidad:

(E1of)(x) =f1(f(x)) =f1(a*) = log, a* = x (fof1)(x) = £(f1(x)) = f(log, x) = alo8* =x

Por ser funciones reciprocas, las graficas de las funciones exponencial y logaritmica de la
misma base son simétricas respecto de la bisectriz del primer y tercer cuadrantes.

Ejemplo: las graficas de f(x) = 2%, f1(x) =log, x son simétricas respecto de la recta y = x
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X y = 2% X y = logs x
—4 0,0625 0,0625 —4
-3 0,125 0,125 -3
2 0,25 0,25 2
1 0,5 0,5 1

0 1 1 0

1 2 2 1

2 4 4 2

3 8 8 3

4 16 16 4
10 1024 1024 10
20| 1048576 1048 576 20
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Calculo de dominios

Las funciones cuya expresion analitica son del tipo f(x) =log,(g(x)), dondea OR,a>0,a# 1,

son el resultado de componer una funcién g con una funcién del tipo y = log, x

Salvo restriccidon impuesta en el enunciado o consecuencia del contexto, el dominio de
cualquier funcién del tipo f(x) =log,(g(x)) esta formado por los valores de x para los que g(x)

€s mayor que cero.

Ejemplo 1: f(x) =logy(x2 - 1)

Ejemplo 2: £(x) = log(x +;j

X —

Ejemplo 3: f(x) =In(v3x +6)

Eiemplo 4: £(x) = —

log x
Ejemplo 5: f(x)=%+13)
. logx
Eiemplo 6: f(x) = — 8%
PO ) 1-log(x +1)

Dom(f) = {xOR / x2 =1>0} = (—o0, —1) U (1, +)

Dom(f) = { xR / =

*; >0 } = (o0, ~1) U (2, +0)

X —
Dom(f) = { xOR /4/3x+6 >0} = (-2, +o0)
Dom(f) = {x0OR /x >0 Ologx #0} = (0, 1) U (1, +x)

Dom(f) = {xOR /x+3>0 025 =10} = (=3, 0) U (0, +o0)

Dom(f) = {x0OR /x>0 01 -log(x+1) 20} = (0, 9) U (9, +0)

8. Transformaciones en la grafica de una funcién.

Dadosk € R, k>0 yuna funcién f cuya grafica es conocida:

Traslaciones
La grafica de g es el resultado de trasladar
la grafica de f un nimero k de unidades
T1 | g(x) =f(x—k) hacia la derecha
T2 | g(x) = f(x + k) hacia la izquierda
T3 | gx) =f(x) + k hacia arriba
T4 | g(x) =f(x) — k hacia abajo

Contracciones / Estiramientos

La grafica de g es el resultado de aplicar a la grafica de f

T5 | g(x)=f(kx) una contraccién horizontal si k> 1
Te | g(x) =f(kX) un estiramiento horizontal si k <1
T7 | gx) =k H(x) un estiramiento vertical si k > 1
T8 | g(x) =k H(x) una contraccién vertical si k<1

Simetrias respecto de los ejes de coordenadas

La grafica de g es la simétrica de la grafica de f

T9

g(x) =f(—x)

respecto del eje Y

T10

g(x) = —f(x)

respecto del eje X
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9. Funciones trigonométricas.

B Funcion seno

y=sen(x) donde x es la medida del angulo en radianes

Tabla para valores de x comprendidos entre 0 y 2«

T T T T 2m 3Tt 5Tt
b 0 — — — — — — — T
6 4 3 2 3 4 6
y | 0| 0,5 0,71 0,87 1 0,87 0,71 0,5 0
7T 5Tt 4m 31 5Tt 7T 11m
x | n| — — — — — — —_— 21
6 4 3 2 3 4 6
y | 0 |-05]-071 | -087 ]| -1 | -0,87 | -0,71 | 0,5 0
0 En el intervalo (0, 2r) la funcién y = sen(x)
Es creciente en (O,gj y en (3?“, 21Tj 2]y
1]
Es decreciente en I ,3—T[ |
22 ] X
' ' n 0 2 sm2 /o
Tiene un maximo absoluto en el punto (5, 1) ]
-2

Tiene un minimo absoluto en el punto (3—“ , —lj

Esta acotada superiormente por 1 e inferiormente por —1.

0 Su dominio es todo R. Es continua en todo R. Es periédica de periodo 2.

2

1]

1Y

s

/21T

B Funcion arcoseno

AN

-3m/2

-m1/2

y = arcsen(x)

2

., . . ) ) .. mm
La funcién f(x) = sen(x) es inyectiva si se restringe al dominio [—5, 5}

Entonces tiene sentido su funcién reciproca f 1(x) = arcsen(x) que se lee "arco seno de x".

f(x) =sen(x): {—g,g

} - [-L,1]  f7(x) =arcsen(x):[-1,1] - [—_,_

Arcoseno de x es el angulo (en radianes) cuyo seno es x

arcsen(a) =b < sen(b) =a

x| -1 ]-05]0] 05 | 1
| nl |
Y121 6 6 2
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B Funciéon coseno y =cos(x) donde x es la medida del angulo en radianes

Tabla para valores de x comprendidos entre 0 y 2«

T T Tt Tt 27T 31T 5T
X 0 — — — — — — — T
6 4 3 2 3 4 6
y 1 1087]| 0,71 0,5 0 -0,5 -0,71 | -0,87 | -1
M 5Tt 41T 31 5Tt 7Tt 11t
X T — — — — — — —_— 2n
6 4 3 2 3 4 6
y | -1| -0,87 | -0,71 -0,5 0 0,5 0,71 0,87 1
0 En el intervalo (0, 21) la funcién y = cos(x) Iy

Es creciente en (1, 21) y decreciente en (0, T) | ‘\ /‘ I
0 X

n~

Tiene un maximo absoluto en el punto (0, 1) 0 sz o
-1

-2

Tiene un minimo absoluto en el punto (1, —1)

Esta acotada superiormente por 1 e inferiormente por —1.
0 Su dominio es todo R. Es continua en todo R. Es periédica de periodo 2.

1Y

/._\ ‘ A -\ , /\X
om -3sz 0 sz o
_1 1

B Funcién arco coseno y = arc cos(x)
La funcién f(x) = cos(x) es inyectiva si se restringe al dominio [0, 1]

Entonces tiene sentido su funcién reciproca f1(x) = arc cos(x) que se lee "arco coseno de x".

f(x) =cos(x):[0, 1 - [-1,1] f~1(x) = arc cos(x) : [-1,1] - [0, T Y
Arco coseno de x es el angulo (en radianes) cuyo coseno es x \T;
arccos(a) =b < cos(b) =a N
x | -1 |-0,5] 0 0,5 1 \
y n 2?“ g g 0 2 : 0 ;(
/2]
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B Funcion tangente

Tabla para valores de x comprendidos entre 0 y 2«

y =tg(x) donde x es la medida del angulo en radianes

T T ) ) 21 31 5Tt
x | 0 — — — —— — — — n
6 4 3 2 3 4 6
y | 0 | 0,58 1 1,73 | —oo | —1,73 -1 -0,58 | 0
T 5Tt 41 31 5Tt T 11m
x | T — — — | == — — — | 2n
6 4 3 2 3 4 6
y | O 0,58 1 1,73 —o0 | —1,73 -1 -0,58| 0
O En el intervalo (0, ©) la funcién y = tg(x) 5]y l
I
11 11 “ “
Es creciente en (0, —J yen |—,T !
2 2 3 |
|
No tiene maximo ni minimo absoluto. 2 }
|
No est4 acotada superiormente ni inferiormente. 1 :
0 l
0 2 ™
1] |
I
2| l
OO0 Su dominio es todo R —{g+ kOukOZ} 3 1
T 1
I
Es continua en todo su dominio. Es periédica de periodo = -4 |
5] |
I

Tiene una discontinuidad de salto infinito en x = g +kOr,k07Z

Es creciente en todo su dominio.

No tiene extremos relativos ni absolutos.

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

L

I

I

,

=21 -3m/2 -1 -m/2 0

I I
" -1
I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I
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B Funcion arcotangente y = arctg(x)

La funcidn f(x) = tg(x) es inyectiva si se restringe al dominio (—g , gj

'

Entonces tiene sentido su funcién reciproca f 1(x) = arctg(x) que se lee "arcotangente de x".

) =tg(®) [ = p |~ (w0, +w) (%) =arctg(x) (-0, + o) o [ -1, T
2 2 2 2
Arcotangente de x es el angulo (en radianes) cuyo tangente es x
arctg(a)=b < tgh)=a
X | ——0 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 — +00
U Tt Tt Tt
-— -1,32 | -1,256 | -1,1 | —— 0 — 1,1 | 1,25 | 1,32 —
Y 2 4 4 2
Y
,,,,,,,,,,,,,, W2\ ____
! ! ! ! ! 0 | | | | IX
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
T o T2 __l__

Calculo de dominios

B Las funciones cuya expresion analitica son del tipo y =sen(g(x)) 6 y =cos(g(x)), son el

resultado de componer una funcién g con una funcién del tipo y = senx 6 y = cosx.

Salvo restriccién impuesta en el enunciado o consecuencia del contexto, el dominio de una
funcién del tipo y =sen(g(x)) 6 y =cos(g(x)) coincide con el dominio de g(x).

Ejemplo 1: el dominio de y = sen(lj es el dominio de g(x) = 1 ,esdecir, R—{0}
X X

Ejemplo 2: el dominio de y = cos( 2;( — lj es el dominio de g(x) = 2;( i ,esdecir, R—{-2,2}
<2 —

x4 -

Ejemplo 3: el dominio de y = sen( j es el dominio de g(x) = 23—X+4, es decir, todo R
X

X
x2 +
Ejemplo 4: el dominio de y = cos(\/; ) es el dominio de g(x) = Jx , es decir, [0, +o)

Ejemplo 5: el dominio de y =sen(vx +2) es el dominio de g(x) =+vx +2, es decir, [-2, +©)
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B Las funciones cuya expresion analitica son del tipo y =tg(g(x)), son el resultado de

componer una funcién g con una funcion del tipo y = tgx.

Salvo restriccién impuesta en el enunciado o consecuencia del contexto, el dominio de una
funcion del tipo y =tg(g(x)) esta formado por el conjunto de valores de x para los que

o(x) # k dzf k 0 Z, k impar.

B Las funciones cuya expresion analitica son del tipo y = arc sen(g(x)) 6 y = arc cos(g(x)), son
el resultado de componer una funcién g con una funcién del tipo y = arcsenx 6 y = arc cosx.

Salvo restriccién impuesta en el enunciado o consecuencia del contexto, el dominio de una
funcién del tipo y =arcsen(g(x)) 6 y =arc cos(g(x)) esta formado por los valores de x para los

que -1<g(x)<1

B Las funciones cuya expresién analitica son del tipo y =arc tg(g(x)), son el resultado de

componer una funcién g con una funcién del tipo y = arc tgx.

Salvo restriccion impuesta en el enunciado o consecuencia del contexto, el dominio de
cualquier funcion del tipo y = arctg(g(x)) coincide con el dominio de g(x).
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