DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS.

MATEMATICAS I DE 1°BACHILLERATO.

UNIDAD 4. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS.
1IES LA BAHIA

1. Rectas tangente y normal a una grafica en un punto.

La ecuacion de la recta tangente a la graficade y=1f(x) enx=c es: y-—f(c)=f'(c){x —c)

Ejemplo: la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x)=x% enx=2 es y=12x— 16

f(2)=8 f'(x) = 3x2 f'(2) =12 y-8=12[(x-2) = y=12x-16

., Y -1
La ecuacion de la recta normal a la grafica de y=f(x) enx=c es: y-—f(c)= m [(x -c)
c
La recta normal a la grafica en un punto es la recta perpendicular a la recta tangente a la
grafica en dicho punto.

Ejemplo: la ecuacién de la recta normal a la grafica de f(x)=x> enx=2 es y=1—21x +%
-1 -1 -1 -1 49

f(2)=8 f'(x) = 3x2 — = -8=—0x-2) = X+

@ ®) f2) 12 yo8Ep =2 Y"12% 6

2. Monotonia en un intervalo. Extremos locales.

Una funcion f es creciente en un intervaloI si V a, b € I, siendo a <b, entonces f(a) < f(b)
Una funcién f es decreciente en un intervaloI si V a, b € I, siendo a <b, entonces f(a) > f(b)
Una funcion f es constante en un intervaloI si V a, b € I, siendo a <b, entonces f(a) = f(b)
Condicion suficiente de monotonia: dada una funcién f derivable en un intervalo I,

—Si f'(x) >0 Vx eI, entonces f es creciente en el intervalo I

—Si f'(x) <0 Vx el entonces f es decreciente en el intervalo I

3 2
Ejemplo 1: para analizar la monotonia de la funcién f(x) =%—%+6x—1, se estudia el

signo de su funcién derivada f'(x) =x2 -5x +6
f'(x) >0 en (—xo, 2) yen (3, +o) = f es creciente en (-, 2) y en (3, +x)

f'(x)<0 en(2,3) = f es decreciente en (2, 3)

Ejemplo 2: para analizar la monotonia de la funcién f (x)= 4- X se estudia el signo de su
X —
funcién derivada f'(x) = -2
(x-1)?

f'(x)<0 en (—o, 1) yen (1, +x) = f es decreciente en (—x, 1) y en (1, +w)
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El signo de la derivada es condicion suficiente pero no necesaria

Si una funcién es creciente en un intervalo, su derivada no tiene por qué ser positiva en todos
los puntos de dicho intervalo. Por ejemplo, f(x) =x® es creciente en cualquier intervalo que
contenga a x =0 y sin embargo, su derivada se anula en x = 0.

Es m4as, una funcién puede ser creciente en un intervalo y ni siquiera ser derivable en algtun
punto del mismo.

Extremos locales
Una funcién f tiene un maximo local en un punto (c, f(c)) si existe un entorno de ¢ donde

f(c) > f(x) V x#c perteneciente a dicho entorno.

Una funcién f tiene un minimo local en un punto (c, f(c)) si existe un entorno de ¢ donde
f(c) <f(x) V x#c perteneciente a dicho entorno.

Condicion necesaria de extremo local: si una funciéon f es derivable en un valor ¢ de su
dominio y tiene un extremo local en el punto (c, f(c)), entonces f'(c) =0
Esta condicién es necesaria pero no suficiente. Por ejemplo, la derivada de f(x) =x3, que es la

funcién f'(x) = 3x2, se anula en x = 0 y sin embargo, f no tiene extremo local en x = 0.

Condicion suficiente de extremo local: dada una funcién f dos veces derivable en un
valor ¢ de su dominio,

—Si f'(c)=0 y f"(c) <0, entonces f tiene un maximo local en el punto (c, f(c))
—Sif'(c)=0 y f"(c) >0, entonces f tiene un minimo local en el punto (c, f(c))

Esta condicién es suficiente pero no necesaria. Por ejemplo, f(x) = x* tiene un minimo local en
el punto (0, 0) y sin embargo, su derivada segunda se anula en x = 0.

Ejemplo 1: para hallar los extremos locales de la funcién f(x) =x® —4x2 +5x +1, dado que es

derivable en todo su dominio, se hallan los valores donde se anula f'(x) =3x%2 -8x +5
5

f'(x)=3x2-8x+5=0 = x;=1,%, =§

f'x)=6x-8 = f"1)=-2<0 = f tiene un maximo local en el punto (1, 3)

f'"x)=6x-8 = f"(gj =2>0 = f tiene un minimo local en el punto (g, %J

4 —-2x

X -

Ejemplo 2: para hallar los extremos locales de la funcién f (x) = , dado que es derivable

en todo su dominio R — { 1}, se hallan los valores donde se anula f'(x) = —( — 21)2
< —
-2

Como f (X) = (X——]_)2

z0 VxeR-{1} = f no tiene extremos locales
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Puntos criticos de una funcién

Dada una funcién y = f(x), se dice que (c, f(c)) es un punto critico de f si ocurre alguna de
estas dos situaciones:

1) f noes derivableenx=c 2) f es derivable enx =c¢ pero f'(c) =0

En consecuencia, para determinar los extremos locales de una funciéon que no sea derivable en
algtin valor de su dominio, hay que analizar qué ocurre en sus puntos criticos.

9-x2 si x<3

Ejemplo 1: para hallar los extremos locales de la funcién f(x) = )
-2x2+416x-30 si x>3

primero hay que hallar sus puntos criticos.

Six<3 = f(x)=9-x? = f'(x)=-2x

f'x)=-2x=0 = x=0 = El punto (0, 9) es un punto critico de f
f'"x)=-2 = f"(0)=-2 = f tiene un maximo local en el punto (0, 9)
Six>3 = f(x)=-2x2+16x-30 = f'(x) =-4x+16

f'(x)=-4x+16=0 = x=4 =  El punto (4, 2) es un punto critico de f
f'"x)=-4 = f"(4)=-4 = f tiene un maximo local en el punto (4, 2)
En x = 3 la funcién es continua pero no es derivable ya que
f21(3)=-6#f.(3) =4 . Por lo tanto, (3, 0) es un punto critico.
JHay un extremo local en el punto (3, 0)?

f'(x)<0 en(0,3) = f es decreciente en (0, 3)

f'(x)>0 en(3,4) = f escreciente en (3, 4)

f escontinuaenx=3 /3 P \6
-

Por lo tanto, f tiene un minimo local en el punto (3, 0)

. ., -x s1 x<0 .
Ejemplo 2: para hallar los extremos locales de la funcion f(x) = |x| = { ] 50 primero
X sl x2

hay que hallar sus puntos criticos.
Six<0 = f(x)=—x = f'(x)=-1%0 Six>0 = f(x)=x = f'x)=1#0 VxeR

En x = 0 la funcién es continua pero no es derivable ya que f.(0) =-1#f,(0) =1
Por lo tanto, el punto (0, 0) es un punto critico.

5ly
(Hay un extremo local en el punto (0, 0)? 4
f'(x) <0 en (o, 0) = f es decreciente en (—oo, 0) 3
f'(x)>0 en (0, o) = f es creciente en (0, +x) ?
]
f es continua enx =0 “
] ] 5 4 3 2 -1 |o 1 2 3 4 5
Por lo tanto, f tiene un minimo local en el punto (0, 0) -1
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3. Curvatura en un intervalo. Puntos de inflexidn.
Una funcién es concava en un intervalo si su grafica queda por debajo de la recta tangente a
la curva en cada uno de los puntos del intervalo.

Una funcién es convexa en un intervalo si su grafica queda por arriba de la recta tangente a
la curva en cada uno de los puntos del intervalo.

Punto de
inflexién

Punto de
Convexa Convexa

Céncava

Condicion suficiente de curvatura: dada f dos veces derivable en un intervalo I,
—-Sif"(x)>0 Vx el entonces f es convexa en el intervalo I

—Si f"(x) <0 Vx el entonces f es concava en el intervalo I

Ejemplo 1: para analizar la curvatura de la funcién f(x) =x3 -3x2 +5x — 2, se estudia el signo
de su funcién derivada segunda f"(x) =6x -6

f"(x)>0 en (1, +x) = f esconvexa en (1, +wx)

f"(x)<0 en(—», 1) = f esconcava en (—w, 1)

Ejemplo 2: para analizar la curvatura de la funcién f(x) =x* - 6x> +12x2, se estudia el signo

de su funcién derivada segunda f"(x) =12x2 - 36x + 24
f"(x) >0 en (—x, 1) yen (2, +x) = f esconvexa en (—w, 1) yen (2, +x)

f'(x)<0 en(1,2) = f escodncavaen (1, 2)

Ejemplo 3: para analizar la curvatura de la funcién f (x) -2 , se estudia el signo de su

x —
funcién derivada segunda f"(x) = Lg
(x-1)
f"(x) >0 en (1, +0) = f esconvexa en (1, +x)
f'"(x)<0 en (—o, 1) = f escéncava en (—o, 1)
. . ., x2 si x<1 .
Ejemplo 4: para analizar la curvatura de la funcién f(x) = ) , se estudia
-x2+4x-2 si x21

el signo de su funcién derivada segunda.

Six<l = f'"(x)=2 = f"(x)>0 en(—x, 1) = f esconvexaen (-, 1)

Six>1 = f"x)=-2 = f'"(x)<0en(l,+w) = f esconcava en (1, +wx)
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Puntos de inflexion

Una funcién f tiene un punto de inflexiéon en (c, f(c)) si pasa de convexa a céncava o
viceversa en dicho punto. En un punto de inflexion, la recta tangente en dicho punto atraviesa
la curva, pasando de estar por debajo a estar por arriba de la grafica (o viceversa).

Condicion necesaria de punto de inflexion: si una funcién f es dos veces derivable en un
valor ¢ de su dominio y tiene un punto de inflexién en (c, f(c)), entonces f"(c) =0

Esta condicién es necesaria pero no suficiente. Por ejemplo, la derivada segunda de f(x) =x*,

que es f"(x) =12x2, se anula en x = 0 y sin embargo, f no tiene punto de inflexién en x = 0
(tiene un minimo local).

Condicion suficiente de punto de inflexion: dada una funciéon f tres veces derivable en
un valor ¢ de su dominio,

Sif'(e)=0y f"(c)#0, entonces f tiene un punto de inflexién en el punto (c, f(c))

Ejemplo: para hallar los puntos de inflexién de la funcién f(x) = x® —3x2 + 6x + 3, se averiguan
los valores que anulan a su funcién derivada segunda f"(x) = 6x — 6

f'"(x)=6x-6=0 = x=1

f"(x)=6 = f"(1)=6#0 = f tiene un punto de inflexion en el punto (1, 7)

Generalizacion de las conclusiones obtenidas al derivar sucesivamente una funciéon

Sea f una funciéon n veces derivable en un valor ¢ de su dominio, tal que la derivada de orden n
sea la primera que no se anula en x = ¢, es decir,

f'(c)=0, f(c)=0, f"(c)=0, ... 2 D) =0, ()20

— Sin esimpar, entonces f tiene un punto de inflexién en el punto (c, f(c))

— Sinespar y f®(c) >0, entonces f tiene un minimo local en el punto (c, f(c))

— Sinespar y f¥(c) <0, entonces f tiene un maximo local en el punto (c, f(c))

4. Representacion grafica de funciones.

Para la representacién grafica de una funcién, hay que saber determinar algebraicamente
cualquiera de los aspectos esenciales que siguen a continuacién:

— Dominio de la funcién.

— Puntos de corte con los ejes.

— Intervalos de monotonia/extremos locales.

— Intervalos de curvatura/puntos de inflexién.
— Asintotas verticales, horizontales y oblicuas.

— Ramas parabdlicas.

Aspectos complementarios

Recorrido de la funcién, simetria en la grafica, periodicidad, etc.
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