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1° Bachillerato — CALCULO VECTORIAL

Contenidos

1. Magnitudes escalares y vectoriales.
2. Vectores.

3. Operaciones con vectores.

3.1. Suma y diferencia de vectores.

3.2. Producto de un nimero por un vector.

Expresién analitica de un vector en componentes cartesianas.
Suma de vectores expresados de forma analitica.

Producto escalar de dos vectores.

Producto vectorial de dos vectores

e A

Actividades y ejercicios.

Criterios de evaluacién

e Conocer las caracteristicas de un vector.

e Obtener el vector suma y el vector diferencia de dos o mas vectores.
e Obtener un vector unitario de un vector.

e Expresar un vector en forma analitica.

e Descomponer un vector en sus componentes cartesianas.

* Conocer el producto de dos vectores.

1. Magnitudes escalares y vectoriales.

En Fisica existen magnitudes que quedan perfectamente definidas mediante un valor numérico
acompafnado de la unidad de medida utilizada. Estas magnitudes reciben el nombre de
magnitudes escalares. Ejemplos de magnitudes escalares son: masa, temperatura, volumen,
energia, etc..

Existe otro tipo de magnitudes, magnitudes vectoriales, que para tener una idea precisa de
ellas no basta con conocer su valor numérico, sino que es necesario especificar su direccién y
su sentido. Un ejemplo de magnitud vectorial es la fuerza. Si sobre un cuerpo actia una fuerza
de 400 N, podemos entender que el efecto que produce esa fuerza sobre ese cuerpo
dependerd de la direccién y sentido de aplicacion de la fuerza, y en consecuencia, se hace
necesario aportar esa informacién ademds de dar el valor numérico. Otros ejemplos de
magnitudes vectoriales lo podemos encontrar en la velocidad, la aceleracién, la cantidad de
movimiento, etc..
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Las operaciones habituales de sumar, restar, etc., no pueden hacerse de la misma forma con
magnitudes escalares que con vectoriales. La suma de una masa de 10 kg y otra de 6 kg
siempre dard una masa total de 16 kg, pero la suma de una fuerza de 15 N y otra de 5 N
dependera de la direccion y sentido de cada una de ellas.

La forma que tiene la matemética de trabajar con magnitudes vectoriales es mediante el uso
del concepto de vector. Un vector es un segmento rectilineo orientado. Un vector se
especifica dando una direccién, un sentido y un valor (médulo).

2. Vectores.

En la figura 1 podemos ver las tres caracteristicas

especificas de un vector. La parte que indica el .
Pe parte 9 sentido . -

sentido del vector se le conoce con el nombre de (

-
-

extremo del vector; por el contrario, la otra parte del F
segmento se le denomina origen. Para que dos
vectores sean distintos basta con que se diferencien

‘b(\,, 1 /
N . e 5V
en una sola de esas caracteristicas. Por convenio, una A /((\
magnitud vectorial, o un vector, se simboliza con una '

—
letra con una flecha encima, F. El mdédulo de un

FIGURA 1

vector lo representaremos con el mismo simbolo

E—
entre dos barras verticales, | F |.

3. Operaciones con vectores.

3.1. Suma y diferencia de vectores.

Un procedimiento general para dibujar el vector suma de otros dos vectores es: 1) poner un
vector a continuacion del otro, sin cambiar en nada ninguno de los dos (ello supone que el
extremo de uno, el primero, esté en contacto con el origen del otro, el segundo). 2) Dibujar el
vector que va desde el origen del primero hasta el extremo del segundo. Dicho vector ser3 el
vector suma. En la figura 2 podemos ver el procedimiento.

0|
o

y

FIGURA 2

Podemos ver la explicacion en el siguiente video: https://youtu.be/SAOfirOvUSk.



https://youtu.be/SA0fjrQvUSk
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A.1. Haced una propuesta general para restar dos vectores. (Podemos pensar que restar dos
vectores, @ — b, es igual que sumar a+(=b),y que el vector b tiene sentido opuesto al

vector—b ).

3.2. Producto de un nimero por un vector.

Cuando un vector se multiplica un nimero, se obtiene otro vector cuyo médulo es igual al del
primero multiplicado por el valor absoluto de ese nimero, y cuyo sentido es el mismo que el
del primero si el nimero es positivo pero opuesto al del primero cuando el nimero es
negativo.

Andlogamente, lo mismo ocurre cuando un vector se divide por un nimero (dividir por un
ndmero n, es la misma situacién que multiplicar por 1/n)

A.2. Dado un vector ‘@, representa los vectores3a y —27a.

A.3. Un vector unitario se define como aquel vector que tiene médulo igual a 1. ;Cémo

podemos obtener un vector unitario que tenga la misma direccién y sentido que un vector ‘a’?

4. Expresion analitica de un vector en componentes cartesianas.

Profundizaremos un poco en la matematica para buscar una forma de representar los vectores
que facilite la realizacion de las operaciones y que nos permita hallar con precisién todas las
caracteristicas de los mismos.

Tendremos que tener en cuenta que todo vector puede siempre sustituirse por dos vectores
perpendiculares entre si, cuya suma nos dé el vector. Si trazamos un par de rectas

perpendiculares entres si cuya interseccion pase por el origen del vector, podemos comprobar
que encontrar un par de vectores perpendiculares cuya suma nos dé el vector es bastante
simple (video).

A los vectores anteriores se les llama vectores componentes cartesianos del vector.

Cuando se trabaja de esta forma es habitual utilizar unos vectores
Y

- - -
unitarios designados como i y j. El vector i siempre se halla sobre
el eje X en sentido positivo, mientras que el vector j siempre se
encuentra sobre el eje Y en sentido positivo, tal y como se indica en

la figura 3.

=l

El uso de los vectores unitarios nos va a permitir expresar un vector Z

@ como el producto de su médulo por un vector unitario que tenga X

la direccién y sentido del vector @’. Por tanto:
FIGURA3



https://youtu.be/lLTBNqPp8UI
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=|d|-w, o =a-u, Vec.1

en donde u’, es un vector unitario con la direccién y sentido de @'

Evidentemente los vectores componentes cartesianos se podrén expresar también en funcién

- -
de los vectores unitarios. En este caso los vectores unitarios seran iy j (ver figura 4)

Y Y Y

FIGURA4

Segun la figura 4, el vector se puede expresar como: @ =a,+ E} =a,+a,j. A este
proceso se le conoce como expresar el vector en funcién de las componentes.
Si en lugar de estar representando vectores en el plano lo representdsemos en el espacio nos

haria falta un tercer eje, el eje Z. El vector unitario en la direccién positiva del eje Z es k.

A.4. Expresad los vectores @ y b de la figura en funcién de sus componentes.

NN
|
LT "
L

|

ik

i X

FIGURA 5

Expresar un vector en funcién de sus componentes escalares es otra forma de expresion de los
vectores. Asi, para el caso del vector @ de la figura 4, se escribiria: @ = (a,, ay).

Nos plantearemos ahora el problema de cémo hemos de proceder en general para que,
conocido un vector en una de esas formas, podamos conocerlo en

la otra.

Cuando se expresa un vector indicando su mdédulo, direccién y Y

sentido, lo que conocemos es su longitud y los dngulos que dicho

vector forma con los ejes. En general, se designa como « el angulo a
que el vector forma con el semieje X positivo por el camino mas P

corto y, andlogamente, se designa como g, el que forma con el

semieje Y positivo siempre por el camino més corto. A dichos

X

FIGURA G
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angulos se le llaman angulos directores (ver figura 6).

Para pasar a expresar el vector @ de la figura 6 (del que conocemos su médulo y los angulos

directores) en funcién de sus componentes escalares, tendremos que tener en cuenta que:

Q

ax
= Y
| a|

Y
||

-
cos a = que  cos fi= con lo que obtenemos: a,=|a |-cosa vy

X
—
a,=|al-cosf

Evidentemente, para calcular la componente escalar sobre el eje Y podriamos haber utilizado
a

el valor del seno del dngulo @, de manera que sen a = ,y por tanto a,, = |a’|-sen

||
De igual forma, si lo que conociésemos fuesen las componentes ay y ay, podriamos obtener el
valor del médulo y de los cosenos directores. Para ello bastaria aplicar el teorema de Pitdgoras

y obtener: || =1/a§+ay2. A continuacién se pueden obtener los dngulos a y p de las

relaciones anteriores.

Si tenemos un vector en el espacio, el médulo se calcula: | @’ | = 4 [a? + ay2 + az2

A.5. En la figura 7 se conocen las componentes escalares de los vectores (en unidades
arbitrarias). A partir de ellas obtened el médulo y los angulos directores de cada uno.

-
(%

=]

Y
=t

FIGURA7

A.6. Calcula las componentes cartesianas de un vector que tiene médulo 10 y forma un dngulo
de 30° con la parte positiva del eje X.

5. Suma de vectores expresados de forma analitica.

Para sumar vectores de forma analitica, basta con sumar sus
componentes ( de igual forma se realizaria la resta, la

-—
multiplicacién o la divisiéon de un vector por un nimero). A
Imaginemos que queremos calcular la suma de los tres vectores
, , . ks®
que tenemos en la figura 8, siendo los médulos de los vectores A,
ByC, 5,10y 8 respectivamente. 30"
Si no nos dan un sistema de coordenadas cartesianas al que 2

podamos referirnos, serd conveniente escoger uno tal que el

célculo de las componentes de los vectores sea lo mas sencillo FIGURA 8
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v posible (lo que se puede lograr haciendo que sus ejes
L coincidan con el mayor nimero posible de vectores). Asi en
A , . " -
este caso podriamos hacer que el eje OX positivo coincida en
ks® . ., —
— i direccion con el vector B. De esta forma nos queda el
30"

siguiente esquema:

—
Empezaremos a descomponer el vector A. La componente

sobre el eje OX es A = A -cos 45°;: en nuestro caso
FIGURA J =14 ' ’

sustituyendo valores, se obtiene que A = 4. La componente
sobre el eje OY es A, = | X| - sen 45°; el valor de A, es 4.

Podemos expresar el vector X, de la siguiente manera A = (4,4) o bien, en funcién de los
vectores unitarios A = 47 + 4}.
El vector §>, tan solo tiene componente sobre el eje OX, y por tanto es B = (10,0). Si lo
queremos expresar en funcién de los vectores unitarios, B =10i.
Con respecto al vector C, y procediendo de manera andloga al realizado por el vector A, se
obtiene C = (7, —4), o bien C=7i- 4;.
La suma de los tres vectores es S = 4+10+74+0—-4)=(21,0); en funcion de los vectores

—

unitarios, S = A + B + C = (4i +4)) + (100) + (71 — 4j) = 217

6. Producto escalar de dos vectores

—
Se define el producto escalar de dos vectores, y se representa por @ - b, como un escalar
cuyo valor es el producto de los médulos de los vectores por el coseno del angulo que forma.

—

a-b=a-bcosa Vec.2

-
Siendo a el angulo que forman los vectoresa’y b .

Obviamente, el producto escalar de un vector por si mismo es el cuadrado del moédulo, ya que
el angulo, en este caso es 0°y el coseno de 0° es 1.

También se desprende de la ecuacién Vec.2, que si dos vectores son perpendiculares su
producto escalar es cero.

El producto escalar de dos vectores en funcién de sus componentes rectangulares es:

a-b=ab + a,b, + ab, Vec.3

- - bd

A.7. Calculad el angulo que forman los vectores @ =i — j + k y? =

-

i+2]+3k.

7. Producto vectorial de dos vectores

—
El producto vectorial de dos vectores @ y b da como resultado un nuevo vector con las

siguientes caracteristicas:
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* Moddulo: a-b -sena
. . 7 . —_ rud
* Direccién: perpendicular al plano formado por los vectores a’y b

e Sentido: el del sentido de avance de un tornillo, de rosca derecha, girando de @ a b

por el camino més corto.

— —
Lo representaremos por @ X b, (también podemos encontrar @ A b)
El producto vectorial de dos vectores paralelos es cero.

En funcién de las componentes rectangulares, el producto vectorial se puede expresar como:
a X b =(ab,—ba)i+(ab,—ba)j+(ab,—ba)k Vec.4

Para determinar el sentido del vector que resulta del producto vectorial de F
dos vectores nos puede ser util lo mostrado en la figura 10. Si colocamos |

el dedo indice en la direccién del primer vector y el dedo corazén en la|

del segundo, el sentido del vector resultante vendra dado por la direccién

que marca el dedo pulgar.

El momento de una fuerza o el momento angular son ejemplos de
magnitudes vectoriales.

FIGURA 10

A.8. Calculad un vector unitario que sea perpendicular al plano definido por los vectores
i

— i+ kyb=i+2]+3%.

—
a =

8. Ejercicios y actividades.

|. Dados los siguientes vectores: @ =2i —3j, b =i +2jy ¢ = —4j, resuelve las siguientes
cuestiones:

a. Representa en un sistema de coordenadas cartesianas los tres vectores.
—
b. Representa el vector @ + b.
—
c. Representa el vector @ — b.
—
d. Calcula el médulo del vector que se obtiene de la siguiente operacién: 2@ — b + 57¢.

e. Calcula un vector unitario que tenga la misma direccién

y sentido que el vector que resulta de la siguiente L
operacién: 3@ +2b ¥ 5
ll. Cierto vector tiene por médulo 15 y forma 30° con el eje X. px : 5 0
Calcula sus componentes y represéntalo en funcién de los
vectores unitarios Tyf k
lll. Halla la resultante (suma) de los vectores de la figura 10. z Y

FIGURA 10
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¢ Qué direccion forma el vector resultante con el eje OX?

IV. Dados los vectores @ = 4i — 3fy Z)=(O,2), calculad:

a. T+ b e. 2a-3b i. U, (vector unitario)
b. —2a f. 13a] . @b
c. —b 9. |6 -7 k. b-a@
d. T-b h. %, (vector unitario) . Anguloentre @y b

V. De las siguientes parejas de vectores, jcudles son perpendiculares entre si y cuales no?:
a. @ =(-123); b=(2,2/3)
b. @=i+2j;b=—=2i—J

VI.  Calcula m para que los siguientes vectores sean perpendiculares:

a. T=mi+2jyb=—i-mj
b. @=m,3)y b=(-1.2)
Respuestas:
2. 137 —17,5]

3. R =237 +2,0j;40,1°
4. a) (4,-1); b) (-8,6); c) (0,-2); d) (4,-5); e) (8,-12); f) 15; g) 6,4; h) (4/5,-3/5); i) (0,1); }) -6; k) -6; |)
127°

5. Los vectores perpendiculares son los del apartado a)
6. aam=0:b)m=56
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