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Funciones

1. Concepto de funcién

En matematicas, una funcién es una regla mediante la cual
se asigna a cada elemento “x” de un conjunto origen A un
unico elemento “y” de un conjunto imagen B.

La manera habitual de denotar una funcion f es:

fiA-B
x =y =f(x)

Ejemplo 1. Podemos asignar a los elementos de un
conjunto A formado por poligonos un elemento del
conjunto B (nUmeros naturales) que sea igual al nimero de
lados. La regla seria: “asignar a cada poligono un nimero Figura 1: Concepto de funcion
igual al numero de sus lados” (Figura 1). ;Como se

expresaria la funcion?

f:A-B
X =y = f(x) = nimero de lados de x

1.1. Variable dependiente e independiente

Cada elemento genérico x del conjunto A recibe el nombre de variable independiente, y cada
elemento genérico y del conjunto B el de variable dependiente.

Es logico, puesto que el valor de y depende del elemento x elegido. En el ejemplo anterior el
valor de y (nUmero natural) depende del poligono x elegido, que determinara el niumero de
lados que tenga.

La condicion de que a cada elemento x s6lo se le puede asignar un unico elemento y es
fundamental para que se trate de una funcion. Es decir, si hubiese algun elemento x al que se le
pudiesen asignar dos o mas elementos y, la regla de asignacion no seria una funcién. Sin
embargo, si puede ocurrir que a varios elementos x se le asignen el mismo elemento y.

1.2. Dominio y recorrido de una funcién

El dominio de una funcion es el conjunto de valores x (variable independiente) a los que se les
puede aplicar la regla establecida por la funcion. Es decir, aquellos valores x para los que
existe un valor f(x).

En el ejemplo de la Figura 1 el dominio seria todo el conjunto A. Pero si A contuviera también
circulos y elipses, a esos elementos no se les podria aplicar la funcién, ya que en esas figuras
geométricas no tiene sentido hablar de lados. En ese caso el dominio seria un subconjunto del
conjunto A, formado exclusivamente por los poligonos.

El recorrido de una funcion es el conjunto de valores y (variable dependiente) que han sido
asignados a algin valor x del dominio. Es decir, aquellos valores f(x) correspondientes a los
valores x del dominio.
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En el ejemplo de la Figura 1 el recorrido no seria todo el conjunto B, ya que a los elementos 1,
2, 6 y 8 no se les ha asignado ningln elemento de A. Por un lado, no existen poligonos de 1 ni de
2 lados. Por otra parte, en A no hay poligonos de 6 ni de 8 lados.

Ejemplo 2. Supongamos que el el conjunto A esta formado por los alumnos de una clase y que
el conjunto B lo forman los candidatos a delegado (Figura 2). El dia de la eleccion hubo algunos
alumnos que faltaron a clase, por lo que no participaron en la votacion. Por otra parte, hubo un
candidato que no recibié ningln voto. ;Como definirias la funcion? ;Cuales serian su dominio y
su recorrido?

Definicién de la funcion:

f:A-B
x — v = f(x) = candidato elegido por x

Dominio: alumnos de la clase que votaron.

Recorrido: candidatos que obtuvieron algun voto.

Este ejemplo demuestra que las funciones no
tienen por qué ser numéricas, aunque en la
practica la mayoria de las funciones que utilizamos
si son numéricas. Figura 2: Ejemplo 2

A partir de ahora vamos a trabajar con funciones numéricas en las que tanto el conjunto A
como el B son numeros. Como el conjunto de los niumeros reales contiene al de losnimero
racionales y éste al de los enteros y naturales, supondremos que tanto A como B son el conjunto
de los nimeros reales. Entones hablaremos de funciones reales.

2. Grafica de una funcion numeérica

Una funciéon numérica es aquella en la que tanto la

. X : . YA
variable independiente x, como la variable
dependiente y son nimeros. En general se tratara

de nameros reales. 7 E— , Pxy)
La grafica de una funcion numérica es la Origen de

representacion sobre un plano cartesiano de todos coordengdas

los pares ordenados (x,y) correspondientes a dicha

funcion, donde x es la variable independiente, ey ¢ £i£de

q . abscisas
es la variable dependiente. o

Un plano cartesiano es un plano en el que la
posicion de cada punto se puede expresar tomando
como referencia dos rectas, perpendiculares entre
si, una horizontal y otra vertical (Figura 3). La recta
horizontal se denomina eje de abscisas y se designa
con la letra X, mientras que la recta vertical se \J
()j/enomina eje de ordenadas y se designa con la letra Figura 3: Plano cartesiano. Coordenadas de un
. punto.

Eje de
ordenadas
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Cada eje representa todos los numeros reales, desde -« hasta +w, pasando por el 0. Los ejes se
cortan en el punto 0 de ambos ejes y se denomina origen de coordenadas, que se designa con
la letra O.

La posicion de cualquier punto P del plano (Figura 3) se expresa mediante dos nimeros (x,y),
que son las coordenadas cartesianas del punto. El primer nimero (x) representa la coordenada
del punto sobre el eje de abscisas (X), siendo el segundo nimero (y) la coordenada sobre el
eje de ordenadas (Y). Para simplificar diremos que (x,y) son las coordenadas x e y del punto
p.

La coordenada x se obtiene proyectando el punto P sobre el eje X. Es decir, trazando un linea
vertical por el punto P hasta que corte al eje X (Figura 3). En realidad nos dice a qué distancia
del eje Y esta el punto P.

La coordenada y se obtiene proyectando el punto P sobre el eje Y. Es decir, trazando un linea
horizontal por el punto P hasta que corte al eje Y (Figura 3). En realidad nos dice a qué
distancia del eje X esta el punto P.

2.1. Grafica de una funcién a partir de su formula

En el caso de las funciones numéricas estas suelen expresarse mediante su formula.

Por ejemplo, supongamos que la funcién f asigna a cada nimero x un nimero que se obtiene
sumandole 2 al nimero x. Es decir: f(x) = x + 2. Como a f(x) le hemos llamado y, tendremos
que podemos expresar esta funcion mediante la formula: y = x + 2.

Para dibujar la grafica de una funcion a partir de su férmula:

1. Elaboramos una tabla con un numero determinado de valores de x, para los cuales
calculamos los correspondientes valores de y.

2. Consideramos cada pareja de valores x e y como un par ordenado (x,y).
3. Representamos los pares ordenados (x,y) como puntos en un plano cartesiano.
4. Unimos los puntos dibujados mediante una linea.

Vamos a aplicar el procedimiento a la funcion y = x + 2. Para ello, vamos a elaborar una tabla
con los siguientes valores de x: -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4. Para obtener los correspondientes
valores de y simplemente le sumariamos 2 al correspondiente valor de x.

Para x = -4 obtenemos y = -4 + 2 = -2. Y asi para los demas valores de x. La tabla seria:

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
-1 0 1 2 3 4 5 6

A continuaciéon obtenemos los pares ordenados (x,y). Para x = -4 e y = -2 obtenemos el par
ordenado (-4,-2). Y asi para los demas valores. Los pares ordenados serian:

(-4,-2); (-3,-1); (-2,0); (-1,1); (0,2); (1,3); (2,4); (3,3); (4,6)

A continuacion representamos estos pares ordenados como puntos del plano cartesiano, de
manera que el primer nimero representa la coordenada x y el segundo la coordenada y (Figura
4).
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Por ultimo, trazamos una linea que pase por todos los puntos. En este caso obtenemos una linea
recta.

fix) =x+2

Punto de corte
con elejeyY

Funto de corte (0.2)

con eje X

Figura 4: Trazado de la grdfica de una funcion

2.2. Puntos de corte con los ejes

En la Figura 4 podemos ver que la funcion y = x + 2 corta al eje Y en el punto (0,2) y al eje X en
el punto (-2,0). ;Podriamos averiguar cuales son esos puntos sin necesidad de conocer la grafica
de la funcion, es decir, solo a partir de su ecuacion? La respuesta es afirmativa y se hace de la
siguiente manera.

* Punto de corte con el eje Y. La funcion cortara al eje Y si existe un valor de y para x =
0. Por tanto, para averiguarlo debemos hacer x = 0 en la ecuacion de la funcion y
calcular el valor correspondiente de y. Es decir, hay que calcular f(0). De acuerdo la
definicion de funcion (véase pagina 1) sélo puede haber un valor f(0).

Si x=0 > y=0+2=2 > f(0)=2 - El punto de corte con el eje Y es: (0,2)

* Punto de corte con el eje X. La funcion cortara al eje X si existe algln valor de x para el
que y = 0. Es decir, si existe algun valor de x para el que f(x) = 0. En este caso si puede
haber varios puntos de corte. Para determinarlos haremos y = 0 en la ecuacién de la
funcion y calcularemos el valor (o valores) de x correspondientes.

Si y=0 2 0=x+2 » x=-2 - Elpunto de corte con el eje X es: (—2,0)

Se puede comprobar que cualquier funcion del tipo y = ax + b es una recta que corta al eje Y en
el punto (0,b) y al eje X en el punto (-b/a,0).
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Ejemplo 3. Comprueba que la funciéon y = 1/x no tiene
puntos de corte con los ejes X e Y. a

Efectivamente. Si hacemos x = 0, obtenemos y = 1/0,
que es una operacion imposible en matematicas. De la 2
misma manera, si hacemos y = 0, obtenemos: 0 = 1/Xx;
de donde: x = 1/0, que vuelve a ser una operacion
imposible.

Si representamos la grafica de la funcion (Figura 5)
entenderemos lo que sucede. En este caso decimos que
los ejes X e Y son asintotas de la funcion.

Una asintota es una recta hacia la que la funcién se
acerca indefinidamente, para determinados valores de
X, sin llegar nunca a tocarla.

Figura 5: Grdfica de la funcidn f(x) = 1/x
En nuestro ejemplo podemos decir que el eje X es una asintota horizontal hacia la que tiende la
funcion cuando los valores de x crecen, tanto en sentido positivo, como negativo. Mientras que

el eje Y es una asintota vertical hacia la que tiende la funcion cuando los valores de x se
acercan al 0, tanto desde valores positivos como negativos.

2.3. Dominio y recorrido de una funcioén real

Estos conceptos ya se han definido en la pagina 1. Ahora los vamos a aplicar a las funciones
reales; es decir a funciones en las que tanto el conjunto A (origen) como el conjunto B
(imagen) son numeros reales (R ).

El dominio de la funcion f(x) se designa por Dom(f). El recorrido se designa por Img(f).

Normalmente a partir de la grafica de la funcion se puede determinar facilmente el dominio y el
recorrido de una funcion.

Ejemplo 4. Determina el dominio y el recorrido de la  fy)=yt+4x2+1
funcion f(x) = -x*+ 4x*+ 1 a partir de su grafica (Figura
6).

Podemos ver que el dominio es el conjunto de los
nameros reales R, ya que la funcion es valida para

cualquier valor de x. Entonces: Dom(f) = R

Sin embargo, sobre el eje Y la funcion toma valores
entre -~y 5. Eso lo expresamos asi: Img(f) = (-~,5]. El 1
corchete “]” indica que el numero 5 pertenece al 1
recorrido. 4]

En este caso la expresion analitica de f(x) es un |
polinomio. Para todas estas funciones el dominio va a
ser siempre R . Sin embargo, el recorrido dependera de

cada caso.

Figura 6: Funcién polinémica
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Ejemplo 5. Determina el dominio y el recorrido de la funcion f(x) = 2/(x - 1) a partir de su
grafica (Figura 7).

En este caso podemos ver que para x = 1 no existe un f(x)= 1
valor de f(x). Por tanto, el dominio sera: % 4

* Dom(f)= R -{1}=(-=, 1)U (1, +=)

En cuanto al recorrido, vemos que para cualquier valor
de x se cumple que f(x) = 0. Por tanto el recorrido sera:

* Im(f) =R -{0}= (=, 0)U (0, +=)

Si la expresion analitica de la funcidn es un cociente, el
dominio son todos los nimeros reales excepto los que
anulan el denominador. En este caso el denominador se
anula para x =1. Sin embargo, el recorrido dependera
de cada caso.

Figura 7: Funcion con cociente

Vamos a aprovechar este ejemplo para llamar la atencion sobre como se puede expresar el
dominio o el recorrido de una funciéon cuando se trata de intervalos de valores, en lugar de
todos los posibles valores de un eje, que serian todos los nUmeros reales R .

Cuando hay un punto “a” de un eje que no pertenece al dominio o al recorrido, podemos
expresarlo de dos formas:

1. Restandole al conjunto R el nUmero a: R - {a}

2. Mediante la uniéon de dos intervalos que no contengan el punto a. En este caso hay que
poner un paréntesis “(“ o “)” junto al nimero a, en lugar de un corchete “[“ 0 “]”. Para
indicar la union de dos intervalos se utiliza el simbolo U. Por tanto, utilizaremos el
siguiente formato: (-~ , a) U (a, +=).

2.4. Funciones definidas a trozos

Hay un tipo de funciones que vienen definidas con distintas expresiones algebraicas segun los
valores de x, se dice que estan definidas a trozos.

Para describir analiticamente una funcion formada por
trozos de otras funciones, se dan las expresiones de los
distintos tramos, por orden, de izquierda a derecha,
indicando en cada tramo los valores de x para los que
la funcion esta definida.

En la Figura 8 podemos ver un ejemplo de funcién
definida a trozos. Aprovechemos este ejemplo para
definir f(x) utilizando intervalos:

-Xx-2 X <=2
-X -2 (-,-2) f(x) = -2 -2<x<3
0,5x-3,5 x>3

fx)=4 -2 [2,3]

0,5% - 3,5 (3,+=) Figura 8: Funcion definida a trozos
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Aunque pueda parecer que este tipo de funciones son extranas, vamos a ver un ejemplo real.

Ejemplo 6. Una tarifa telefonica tiene los siguientes costes: a) 0,20 € de establecimiento de
llamada; b) los primeros 5 minutos a 0 €/min; c) a partir de los 5 minutos a 0,15 €/min.
Define la funcidn de forma analitica, utilizando intervalos. Dibuja la grafica de la funcién hasta
los 10 minutos de llamada, suponiendo que la funcion f asigna a cada tiempo transcurrido el
coste acumulado de la llamada.

La variable independiente x es el tiempo transcurrido desde el establecimiento de llamada,
expresado en minutos. La variable dependiente y = f(x) es el coste acumulado de la llamada,
expresado en euros. Por tanto:

* Cuando se establece la llamada el coste es de 0,20 € y se mantiene constante hasta el
minuto 5. Por tanto: f(x) =0,2 en [0,5].

e A partir del minuto 5 el coste es proporcional al tiempo transcurrido a razén de 0,15
€/min. Eso quiere decir que es una recta del tipo f(x) = 0,15x + b. Para x = 5, f(5) = 0,2.
Luego: 0,2 = 0,15-5 + b. Es decir: 0,2 = 0,75 + b. Despejando el valor de b: b = 0,2 - 0,75
= -0,55. Por tanto: f(x) = 0,15x - 0,55 en (5,+=).

[aa]

1] i 2 3 4 5 G g 9 i

Figura 9: Grdfica de la funcion correspondiente a la tarifa telefénica

En la Figura 9 puede verse la grafica de la funcion.

2.5. Continuidad

Desde el punto de vista grafico podemos decir que una funcién es continua si podemos trazar su
grafica sin levantar el lapiz del papel.

Por ejemplo, las funciones de las figuras 4 y 6 son continuas, mientras que las funciones de las
figuras 5, 7 y 8 son discontinuas.

2.6. Monotonia: crecimiento y decrecimiento

Puede ocurrir que una funcion sea creciente o decreciente en todo su dominio, o solamente en
algdn intervalo.

Se dice que una funcién es creciente en un intervalo en el que es continua, si al aumentar el
valor de x, también aumenta el valor de y = f(x). Si al aumentar x sucede que f(x) disminuye,
decimos que es decreciente. Y si al aumentar x, resulta que f(x) no varia, decimos que es
constante.

Por ejemplo, la funcion de la Figura 8 es decreciente en el intervalo (-»,-2), es constante en el
intervalo [-2,3], y es creciente en el intervalo (3,+x).
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2.7. Maximos y minimos

Dada una funcién continua en un punto x = a, se dice que presenta un maximo relativo, si a la
izquierda de dicho punto la funcion es creciente y a la derecha la funcién es decreciente. Si,
por el contrario, la funcion es decreciente a la izquierda y creciente a la derecha, hay un
minimo relativo (Figura 11).

(

=3

Figura 11: Maximo y minimo Figura 10: Mdximo y minimo absoluto
Si se verifica que f(a)>f(x) para cualquier valor x del dominio, y no solo para los valores de
"alrededor”, se habla de maximo absoluto en x = a. Y, analogamente, si f(a)<f(x) para cualquier
x del dominio, se dice que hay un minimo absoluto en x = a (Figura 10).

Ejemplo 7. De las siguientes graficas indica las que corresponden a una funcién y las que no.

A\ | e / B) i 4 © .5 L e)

Para decidir si una grafica corresponde a una funcion o no debemos aplicar el concepto de
funcién, segun el cual a cada valor de x le debe corresponder un unico valor de y. De acuerdo
con esto, podemos decir que si son funciones las graficas a), c) y e). Por el contrario, no lo son
las graficas b) y d).

Ejemplo 8. De las siguientes reglas de asignacién indica las que corresponden a una funcién y
las que no.
a) En una clase, a cada nota (del 1 al 10) se le asigna el alumno (o alumnos) que la hayan
obtenido.
b) En una clase, a cada alumno se le asigna la letra por la que empieza su nombre.
c) A cada numero natural que sea el cuadrado de un un naumero entero se le asigna dicho
numero entero.
d) A cada numero natural se le asigna la letra A si es impar y la letra B si es primo.
e) En una clase, a cada alumno se le asigna un par ordenado (x,y), siendo x la fila e y la
columna en la que se encuentra situado. Se supone que siempre se sientan en el mismo
sitio.
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De nuevo aplicamos el concepto de funcién y vemos si la regla le asigna a cada elemento del
conjunto de partida un unico elemento en el conjunto de llegada.
a) No es una funcion, porque puede haber mas de un alumno con la misma nota.
b) Si es funcion, porque a cada alumno le corresponde una Unica letra.
c) No es funcion, porque cada cuadrado puede ser obtenido a partir de dos numeros
diferentes. Por ejemplo, 4 es el cuadrado de 2 y de -2.
d) No es funcion, porque hay niUmeros que son impares y primos a la vez, con lo que se le
asignarian las dos letras. Por ejemplo: 1, 3, 5, 7, etc.
e) Si es funcion, porque a cada alumno le corresponde un Unico par ordenado.

Ejemplo 9. La Figura 12 representa la grafica
de la funcion f(x) = -2x* + 4x? + 1. Determina:
a) el dominio y el recorrido; b) los puntos de
corte con los ejes; c) los intervalos de
crecimiento y decrecimiento, teniendo en
cuenta que los maximos y minimos no
pertenecen a estos intervalos; d) los puntos
maximos y minimos, indicando si son
relativos o absolutos.

a) Dom(f) = (-=,+<) = R ; Img(f) = (-=,3]
b) Eje Y: B(0,1); eje X: D(-1.49,0) y E(1.49,0)
¢) Intervalos de crecimiento: (-=,-1) y (0,1)

D=(-149,0 o
45 1 s

-0.5

Intervalos de decrecimiento: (-1,0) y (1,+=)
d) Maximos absolutos: A(-1,3) y C(1,3) f
Minimo relativo: B(0,1) Figura 12

-1

Ejemplo 10. Las graficas representan el llenado de los diferentes recipientes, relacionando el
volumen de liquido que hay en el recipiente con la altura del liquido dentro del recipiente.
Determina qué grafica corresponde a cada recipiente.

DA v i o ol
- . Lf\) /:\

Figura 13: Llenado de recipientes

a) — 2. La altura es proporcional al volumen, por ser la seccion constante.

b) — 4. El recipiente tiene dos secciones constantes diferentes. En la parte ancha la altura
aumenta mas despacio.

c) — 5. Al principio la seccién se ensancha y crece menos la altura. Después ocurre lo contrario.
d) — 3. Conforme crece la seccion, la altura crece mas despacio.

e) — 1. Conforme disminuye la seccion, la altura crece mas deprisa.
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3. Funciones lineales

Las funciones lineales son aquellas cuya ecuacion es del tipo y = mx + n, donde m y n son
nameros reales cualesquiera. Su grafica es una recta que corta al eje Y en el punto (0,n),
siendo m el valor de la pendiente de la recta (Fig. 15).

La pendiente indica la inclinacién de la recta (Fig. 14):
* Sim > 0, la funcion es creciente: al aumentar x también aumenta y.
e Sim =0, la funcion es constante: la grafica es una recta horizontal.
* Sim <0, la funcion es decreciente: al aumentar x la y disminuye.

Dados dos puntos cualesquiera de la recta P(xi:, y1) ¥ Q(x2, V), la pendiente puede calcularse
como el cociente:

_ YW
m=2221
Xo— Xy

= — 2
Yy | 6 y=2x+2

'y
I
b

4 B 2 /1 0 1 2 3 4 5 T2

Figura 14: Pendientes Figura 15: Funcién lineal

3.1. Funcion de proporcionalidad directa

Las funciones de proporcionalidad directa son funciones
lineales en las que n = 0, es decir, aquellas cuya ecuacion es "
del tipo y = mx. Su grafica es un recta que pasa por el origen
de coordenadas O (Fig. 16) y—=

=m

Si_ Yo _Vs_ Yy
X, X, Xy X

Un caso especial de funcion de proporcionalidad directa es
aquella en la que m = 1, es decir, aquella cuya ecuacion es -
del tipo y = x. Se llama funcién identidad y su grafica es una
recta que pasa por el origen de coordenadas y forma un
angulo de 45° con el eje X (bisectriz del primer cuadrante).

Figura 16: Funcion de
proporcionalidad directa
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Ejemplo 11. Queremos comparar dos tarifas eléctricas para un periodo de 30 dias y una
determinada potencia contratada. La tarifa A tiene un coste fijo de 20€ y un coste variable de
0,19 €/kWh. La tarifa B tiene un coste fijo de 30 € y un coste variable de 0,12 €/kWh. A estos
gastos hay que anadirles un 21 % de IVA. Si llamamos x a la energia consumida, expresada en
kWh, calcula: a) las funciones A(x) y B(x) que representen el coste total de cada tarifa para un
consumo x; b) los intervalos de consumo en los que seria mas favorable cada tarifa.

a) A(x) = 20 + 0,19x + 0,21(20 + 0,19x) = 24,2 + 0,23x
B(x) = 30 + 0,12x + 0,21(30 + 0,12x) = 36,3 + 0,145x

b) Como la funcion A(x) parte de un valor fijo
menor, pero tiene una pendiente mayor, tiene
que haber un valor de x para el que las rectas  Coste (6
que representan a ambas funciones se corten.
Para calcular ese valor de x hay que igualar
ambas funciones (Fig. 17).

A(x) = B(x) - 24,2 + 0,23x = 36,3 + 0,145x }

0,23x - 0,145x = 36,3 - 24,2 — 0,085x = 12,1

M ——————

Consumo (kWh)

Despejado x: x = 12,1/0,085 = 142,35 kWh.
Figura 17

Por tanto, para un consumo inferior a 142,35

kWh es mas favorable la tarifa A, pero a partir de ese consumo lo es la tarifa B.

Ejemplo 12. Expresa mediante la ecuacién de una funcién las siguientes situaciones: a) el
precio de una determinada cantidad x de queso en kg, sabiendo que 1 kg cuesta 11,50 €; b) la
factura de teléfono para un determinado tiempo x de llamada, en minutos, si hemos contratado
una tarifa de 10 € fijos al mes, mas 0,05 € por cada minuto de llamada; c) los honorarios de un
fontanero para un determinado tiempo x de trabajo, en horas, que cobra 20 € la hora de
trabajo, mas 30 € de desplazamiento.

a) Precio de una cantidad x (kg) de queso: vy = 11,50x.

b) Factura de teléfono para un tiempo x (min) de llamadas: y = 10 + 0,05x.

¢) Honorarios para un tiempo x (h) de trabajo: y = 30 + 20x.

Ejemplo 13. A medida que asciende un globo aerostatico, la temperatura disminuye a razon de
1° C cada 200 m de ascenso. Al iniciar el ascenso el termémetro marcaba 16° C. ;Qué tipo de

funcion relaciona la temperatura t con la altura x? Escribe la ecuacion de dicha funcion.

Se trata de una funcion lineal, con pendiente negativa, puesto que al aumentar la altura
disminuye la temperatura.

Ecuacion de la funcidon: t = 16+mx Sabemos que para x = 200, entonces t = 15. Por tanto:

15=16+m-200 » —1=mx = m=—i > t=16—ix
200 200
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4. Funciones cuadraticas

Las funciones cuadraticas son funciones del tipo f(x) = ax? + bx + ¢, donde a, b y ¢ son nimeros
reales con a = 0 (Fig. 18).

Eje de simetria
La grafica de una funcion cuadratica es una parabola, que

tiene las siguientes caracteristicas: Y
* Un vértice,que puede ser un maximo absoluto, si a < : Cortek con
0, o un minimo absoluto, sis a > 0. Las coordenadas : eje X
del vértice son: |
—
(52.f(52) | :
2a 2a :
* Un eje de simetria: es una recta vertical que pasa Corte eje Y
por el vértice. La ecuacion del eje de simetria es: :
_ b o
X = 94 || Vertice
+ Un punto de corte con el eje Y: (0, ). Figura 18: Pardbola

* Ninguno, uno o dos puntos de corte con el eje X:

v = —b+b’—4ac ‘= —b—b*—4ac

L 2a 2 2a

Los puntos son: (xi, 0) y (X2, 0).

5. Funciones de proporcionalidad inversa

k
Las funciones de proporcionalidad inversa son funciones del tipo f(x)=; con k = 0.

La grafica de una funcién de proporcionalidad [
inversa es una hipérbola, que tiene las siguientes
caracteristicas: 1
+ El dominio es Dom(f) = IR - {0}, o bien: i
(-00, 0) U (0, x). Es decir, el conjunto de los [s
numeros reales, excepto el 0. 4
5
« Si k >0, las ramas de la hipérbola estan en P A B
el 1° y 3° cuadrantes y es decreciente en P
todo el dominio. 30— &k 4 2 o0 I S ——
| X
+ Sik < 0, las ramas de la hipérbola estan en * e
el 2° y 4° cuadrante y es creciente en todo 4 X
el dominio.

* Los ejes X e Y son asintotas de la funcion.

51 f

* Se cumple que: f(x) = -f(-x). b

Figura 19: Funcién de proporcionalidad inversa
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Ejemplo 14. El numero de insectos, en miles, en un cierto lugar, puede calcularse mediante la
ecuacion P(t) = -0,2t? +2t +1, donde t es tiempo transcurrido en meses: a) calcula las
coordenadas del vértice (A); b) los puntos de corte con el eje horizontal (B y C); c) el punto
de corte con el je vertical (D); d) dibuja su grafica; e) jcual es la poblacion se insectos inicial?
f) ;a partir de qué mes la poblacion de insectos empieza a decrecer? g) ;cuando desaparece la
poblacion de insectos?

a) Vértice (A): A= (;—SP(;—:)) = __024 ’P(—_O24)) =(5,P(5))

P(5)=—0,2-5’+2-5+1 = —5+10+1 =6 A=(56)
b) Puntos de corte con el eje horizontal (B y C). Son aquellos para los que P(t) = 0. Es decir,

aquellos para los que: -0,2t? +2t +1 = 0. Se trata de una ecuacion de segundo grado cuyas
soluciones son:

—b+\b —dac _ —2+v2'—(=4:02-1) _ 2448 _ 242,19

X, = = 10,48
2a ~0,4 0,4 0,4
_ —b—b’—dac _ —2-\2’~(-4-0.2'1) _ 2-48 _2-219 _ .
2= 2a ~0,4 T 04 04

Por tanto: B = (-0,48, 0) y C = (10,48, 0).
c) Punto de corte con el eje vertical (D). Se obtiene para t =0. P(0) =1. D = (0, 1).

d) Grafica de la funcion. A partir de los puntos hallados anteriormente podemos trazar la
funcion.

e) Poblacion inicial. Nos la da el
P(t) A= (5, 6) punto de corte con el eje
vertical. P(0) = 1, es decir, 1000
insectos.

f) Momento en el que empieza a

decrecer la poblaciéon de

insectos. Eso ocurre a partir del

mes 5, que es cuando se alcanza

el valor maximo (vértice) de
c=@048 0 6000 insectos.

. :
/5:(—0.48,0)

-2 -1j0 1 2 3 4 6 7 8 9 10 11 12 13
4 ‘ g) Momento en el que la
poblacion de insectos se hace

Figura 20: Grdfica de la funcién nula. Nos lo da el punto de corte
con el eje horizontal C. Por

Nl RN I S S S— —

tanto, dicho momento es a los 10 meses y medio.
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Ejemplo 15. Para llenar una piscina se utiliza un grifo que proporciona un caudal de 200 L/min
y tarda 25 h en llenarse: a) justifica que las magnitudes “caudal” y “tiempo de llenado” son
inversamente proporcionales; b) calcula la constante de proporcionalidad e indica de qué
magnitud se trata; c) escribe la ecuacion de la funcion f(c) que determina el tiempo de llenado
en funcion del caudal (c), indicando cual es su dominio; d) calcula el tiempo que tardara en
llenarse la piscina con los siguientes caudales: 25, 50 y 100 L/min; e) representa la funcion f(c)
en su dominio.

a) Las magnitudes “caudal” (¢) y “tiempo de llenado” (t) son inversamente proporcionales
porque cuando una aumenta, la otra disminuye en la misma proporcion, y viceversa.

b) Si dos magnitudes ¢ y t son inversamente proporcionales, entonces: c-t = k, siendo k el
coeficiente de proporcionalidad. En teste caso:

k = ¢t = 200 L/min-25-60 min = 300.000L Se trata del volumen de agua de la piscina (V).

c¢) Ecuacion de la funcion f(c) = tiempo de llenado en funcion del caudal.

300.000 . 300.000 5.000
= = 30000}, 5 f(c)=

min c h
c c-60 c

> flc)

fle)=e=%

El dominio de la funcidn es: Dom(f) = c > 0, ya que no tiene sentido un caudal negativo y la
funcion no esta definida pata c = 0.

d) Sustituyendo el valor de los diferentes caudales en la ecuacion de la funcion:

5000 5000 5000
25) = 2= = 200h 50) = 2= = 100h 100) = 2=~ = 50h
f(25)==¢ f(50) = =5 f(100) = =5

e) Grafica de la funcion f(c) en su dominio.

Realizamos una tabla con los valores

f(c) (hy 250 obtenidos, mas el del enunciado:

225

c 25 50 | 100 | 200
f(c) 200 100 | 50 | 25

200 —

175

150

A continuacion representamos los cuatro

125 puntos resultantes:

100

A = (25, 200) B = (50, 100)

75

C = (100, 50) D

—
50— L (200, 25)
25—t —r————

| | |

I !
5 -50 -25 0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250 2

25 ¢ (L/min)

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

Finalmente trazamos la grafica de la
funcion, tomando como referencia los
cuatro puntos por los que sabemos que
pasa (Fig. 21). Solo representamos la
funcion para ¢ > 0, que es su dominio.

Figura 21: Tiempo de llenado en funcién del caudal
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6. Funciones exponenciales

Las funciones exponenciales son funciones del tipo f(x) = ab*, en las que a es un nimero real ,
cona = 0, y b es un numero real positivoy b = 1. Para b > 1, la funcion es creciente. Sin
embargo, para 0 < b < 1, la funcion es decreciente.

Las funciones del tipo f(x) = ab™? también son
exponenciales, ya que, de acuerdo con las propiedades de la
potenciacion: 7
! Jflx)=2"
ab™?!=ab'b™=ab’(b)=kh'; k=ab'yh=>b° — sl =
— h(z)=10" 1
Hay dos casos especiales de funciones exponenciales: s f
aquellas en las que b = 10 y aquellas en la que b = e, siendo
e el numero de Euler, que es irracional y cuyo valor es e =
2,71828182845... (Fig. 22).

1
Las funciones exponenciales sirven para expresar de forma J
matematica procesos naturales, (crecimiento de cultivos de === = - e
microorganismos, o de poblaciones vegetales y animales) asi
como fendmenos econdmicos y otros. Figura 22: Funciones exponenciales

Ejemplo 16. Se sabe que un determinado virus, en un paciente infectado, se multiplica por 2
cada hora y después muere. Si llamamos V, al nUmero de virus iniciales (cuando empezamos a
contar el tiempo) y x al tiempo transcurrido, medido en horas, la funcion para calcular el
numero de virus al cabo de un tiempo x es: V(x) = Vo:2*. Suponiendo que V, = 1000, calcula el
numero de virus que habra al cabo de x = 1, 2 y 3 horas. Representa la funcion para valores de
x del intervalo [0, 3].

Sustituyendo en la ecuacion de la funcion V(x) = 1000-2* los diferentes valores de x:

V(1)=1000-2' =2000  V(2)= 1000-2° = 4000

BODO

V(3) = 1000-2° = 8000

7000

Para dibujar la grafica elaboramos una tabla de valores: A

X 0 1 2 3 5000
V(x) 1000 2000 4000 8000

4000

A partir de la tabla anterior obtenemos las coordenadas de

s s 3000
cuatro puntos de la grafica:

A= (0, 1000) B =(1,2000) C = (2, 4000) D = (3, 8000) A B

Finalmente, trazamos la grafica para el intervalo de x [0, 3]. g
Para ello, logicamente, debemos elegir diferentes escalas en
cada eje (Fig. 23). 1-15-1-05 | 05 1 15 2 25 3 35 .

Figura 23
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