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Presentacion

Las ecuaciones en derivadas parciales no lineales aparecen en multitud de problemas de
fisica e ingenieria, cuya resolucién es de gran interés. Dado que resulta imposible obtener una
solucion explicita en la gran mayoria de los casos, se hace necesaria su resoluciéon numérica.
Pero la discretizacién directa de estos problemas, mediante diferencias finitas o elementos
finitos, nos lleva a plantear sistemas con un gran nimero de ecuaciones que siguen siendo
no lineales. Por tanto, estd justificado el estudio de algoritmos que nos lleven a la solucién
numérica evitando estas dificultades. En el presente trabajo se estudian dos problemas en
concreto: Biirgers y Navier-Stokes; examinando algunas de las dificultades que presenta la

resolucion de este tipo de problemas.

En la primera parte abordaremos el problema de Biirgers, que puede servir de modelo
de ilustracion de las dificultades inherentes al de Navier-Stokes; ademas, vamos a considerar
unicamente el caso escalar, aunque los resultados son validos también en el caso vectorial.
Estudiaremos la existencia, unicidad y regularidad de la solucién del problema. Pasando a
su forma variacional daremos un resultado que nos da una condicién suficiente para que una
funcién sea solucién débil. Dado que, como veremos, no hay unicidad de solucién, anadire-
mos la condicién de entropia que nos lleva a una tnica solucion del problema que llamaremos
solucion entrépica. Ademaéds, como la solucion puede presentar discontinuidades, la aprox-
imacién numérica directa de este problema resulta poco eficaz. Para evitar esta dificultad
pasaremos a una nueva ecuacion anadiendo a la que teniamos un término de viscosidad arti-
ficial, obteniendo asi la ecuacién viscosa asociada. Mediante un resultado, podemos asegurar
que las soluciones de las ecuaciones viscosas convergen a la solucion de la de Biirgers cuando
hacemos tender el término de viscosidad a cero. Por consiguiente, nuestro objetivo sera
calcular una sucesién de soluciones del problema viscoso que, por el resultado anteriormente

citado, convergera a la solucién del problema de Biirgers.



Nos dedicamos entonces al estudio de la ecuacion viscosa desde el punto de vista numérico.
Primero discretizamos en la variable temporal y, posteriormente, se aproxima en las variables
espaciales. El problema estacionario que se obtiene al discretizar en tiempo tiene solucion, y
las soluciones, que resultan al aproximar en las variables espaciales, convergen a una solucion
del problema estacionario. Para resolver los sistemas no lineales que aparecen se puede pasar
a un problema de minimos y utilizar, por ejemplo, el método de Newton o alguna de sus

variantes.

El algoritmo de Newton tiene ciertos inconvenientes: hay que resolver sistemas cuya
matriz es distinta en cada etapa, estan mal condicionadas, no son simétricas y que para
asegurar la convergencia del algoritmo deberemos tomar un valor en la etapa inicial préoximo

a la solucién que buscamos.

Se hace entonces aconsejable pasar a un problema de minimos y usar algoritmos del gra-
diente conjugado. Las ventajas frente al anterior son: las matrices de los sistemas que hay
que resolver en cada etapa no cambian, la simetria de las matrices y no es necesario que el

dato inicial esté cerca de la solucién.

Las ecuaciones de Navier-Stokes aparecen en mecanica de fluidos dentro de la mecanica de
medios continuos, a partir de las leyes de conservacion de la cantidad de masa, movimiento
y energia. Para este problema se conocen resultados de existencia y unicidad de solucién
en dimensién dos; en dimension tres la situacién es mas complicada, pues no se sabe de
la existencia de soluciéon y que esta no es unica, a menos que se supongan hipdtesis re-
strictivas sobre los datos (véase [1]). Ademads, para viscosidades muy pequenas (nimero de
Reynolds grande), el comportamiento del fluido es turbulento, es decir, las soluciones son
muy oscilantes en tiempo y espacio.

La resolucion de las ecuaciones de Navier-Stokes presenta otras dificultades. Dado que la
integracion exacta es inviable en general, se hace imprescindible el uso del calculo numérico
para obtener soluciones aproximadas. Por consiguiente, se necesitan algoritmos de dis-
cretizacién que sean rapidos y poco costosos desde el punto de vista computacional. Uno
de estos algoritmos estd basado en el método de las direcciones alternadas, cuya principal
virtud es que permite separar las dos dificultades fundamentales que aparecen en la aprox-
imacién numérica del problema. En el caso de las ecuaciones de Navier-Stokes son, por
una parte, la presencia del término no lineal y, por otra, la condiciéon de incompresibilidad.

Antes de aplicar este algoritmo al problema de Navier-Stokes estudiamos la convergencia y



el comportamiento asintotico para el caso lineal. Para el #-esquema estudiaremos cual es la
eleccion éptima de los parametros «, 3, 6 y At. Tomaremos estos parametros de manera que
el esquema sea estable y las matrices que aparecen en las etapas del algoritmo sean siempre
las mismas.

Si aplicamos el f-esquema a las ecuaciones de Navier-Stokes, aparecen en cada etapa dos
tipos de problemas: problemas de Stokes con la condicion de incompresibilidad y problemas
no lineales que carecen de dicha condicién. En esta memoria se describen algunos algoritmos
para resolver cada uno de estos problemas, estudiaremos su convergencia y, por ultimo, se

muestran algunos cédlculos que facilitan su implementaciéon numérica.






Notacion

e Q un dominio acotado de R (se supondra que 052, frontera de 2, es lipschitziana), variable x =

(l‘l,...,l‘N) 5
o dr=dxy...dxy ,
e [0,7] C R intervalo de tiempo, variable ¢ ,

e [LP(Q) = espacio de Banach de las clases de funciones medibles y de potencia p-ésima sumable sobre

) con la norma

1/p
ey = Ul = ([ 1P02) © 1<p<oo
Q
e [°°(Q) = espacio de Banach de las clases de funciones medibles y acotadas esencialmente, con la norma

I fllLe) = IIf

0,00 = sup ese| f(x)],
e

o L) = {u € L*(Q) ’ / udr = 0} ,

Q
e D(Q) = espacio de las funciones infinitamente diferenciables y de soporte compacto,
o D'(Q) = espacio de las distribuciones sobre {2 ,

o W™P(Q) = {uEL”(Q) ’ D% € LP(Q), V|a| Sm} con @« = (ai,...,an), la] = a1 + ... + an,

1/p
aa1+~~+O¢N

D* = m y con norma || flwms) = [[fllm,p = Z ||Daf||g,p )

lal<m

o Wy"P(Q) = adherencia de D(2) en W™P(Q) ,

. W_m’p/(Q) = dual de W;""(Q2) con % + ]; =lyp<oo,
o H™(Q)=W™2(Q)

o HQ) = W)

o H Q)= (W™2(Q) =W ™2(Q),



e Si X es un espacio de Banach ysi 1 < p < oo
T 1/p
LP(0,T; X) = ¢ v medibles de [0,T] — X, </ ||u(t)||§(dt> <00
0
ysip=o0

L0, T;X) = {u medibles de [0,T] — X, sup ese ||u(t)||x < oo} )
te(0,T)

e Si X e Y son dos espacios de Banach, X «—— Y significa que X se inyecta de forma continua en Y ,

Para u = (u1,...,uny) y v = (v1,...,0N):
N
® UV = Zuivi s
i=1
N
. VuVy— Ou; Ov; 7
=1 8Ij al‘j
N N
6vi
e (u-Vyu= ,Zujﬁxj )
Jj=1
=1
N
. Vu_ (31@) 7
amj 1,j=1
N
8ui
¢ v = (91’1 ’



PARTE 1

METODOS NUMERICOS PARA
LA RESOLUCION DEL
PROBLEMA DE BURGERS






Introduccion

La ecuacién de Biirgers constituye una version monodimensional de la ecuacion de Euler
para los fluidos ideales. En su forma no conservativa, esta ecuacion se escribe
du n u
_ Uu— =
ot ox

donde u es la funcién incégnita que depende de z (variable espacial) y ¢ (variable temporal).

0, rER, t >0, [0.1]

La ecuacién [0.1] es un caso particular de una ecuacién hiperbdlica no lineal, cuya expresién

en forma conservativa viene dada por

M [fw)] =0 0.2
siendo f : R +— R una funcién dada.

Este tipo de ecuaciones aparecen en el estudio de la dindmica de gases, donde tiene lugar
un fenémeno que se ha dado en llamar “estampido sénico”. Este efecto lo originan a su
paso los aviones que se desplazan a velocidades supersonicas. Se produce lejos del aparato
y particularmente cerca del suelo. El sonido se concentra en ciertas zonas donde la presion

se rige por la ecuacién de Biirgers (véase [2, pag. 133])

A finales de los anos sesenta, en medio de la polémica organizada entorno al proyecto

“Concorde”, estos problemas fueron intensamente estudiados tedrica, numérica y experi-
mentalmente, en EE.UU. (por la NASA) y en Europa (por la RAE y la ONERA).

La ecuacién [0.1] se acompana de una condicién inicial del tipo
u(z,0) = up(x) 0.3]

donde ug : R — R es una funcién dada. Veremos que para datos muy regulares (por
ejemplo, ug € C*), el problema [0.1]-[0.3] admite “soluciones” que son capaces de desarrollar

discontinuidades o choques. Cuando una solucién u de la ecuacién [0.1] presenta un “choque”,
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al discretizar el problema correspondiente, se observa que entre los puntos de la malla mas
cercanos al “choque”, subsiste necesariamente una variacion de u que no tiende a cero. De
manera que, en esta zona, plantear un esquema de diferencias finitas consistente no tiene
sentido.

Para eVQitar el problema anterior se perturba la ecuacién de Biirgers anadiendo el tér-
mino —Va—g que constituye un termino de “viscosidad artificial”, siendo v un coeficiente
estrictamente positivo y pequeno.

Aunque la viscosidad sea mayor que la real, la practica constata que la posicion y la fuerza
del “choque” se obtienen correctamente. Ademas como veremos en el teorema 1.13 se hace
innecesario imponer la denominada condicion de entropia.

Por consiguiente en el estudio de la ecuacién de Biirgers, es interesante introducir la

ecuacion viscosa asociada

ou n Ju %u 0
— +u——v—7s =0.
ot ox Ox?
Se trata de una ecuacién parabdlica donde el término —VW es un término lineal y “disipa-
x

) , . ou ’ . . « Nt
tivo” y el término u— es un término no lineal de “conveccién”. De esta manera, se puede
considerar la ecuacion viscosa como una ecuacién del calor con un término de conveccion, o

como una ecuaciéon de Biirgers con un término disipativo o viscoso.



Capitulo 1

Resultados preliminares

Se considerara en primer lugar un problema que incluye al de Biirgers. Luego particularizare-

mos los resultados obtenidos para el de Biirgers.

Se considera el problema siguiente: Hallar u : RY x [0, +00) — R tal que

TV Jw) =0 (21) €RY x (0, +00) L)

u(z,0) = up(x), r €RN

donde:
o u:RY x [0,400) — R;
o f(u)=(filu),...,fx(u)", fi:R—R,  1<j<N,
e uy : RY —— R es el dato inicial;

)
o V- flu)y=) 8—f1(u), (V- es el operador divergencia).

T

=1

Veamos ahora qué se entiende por solucién clasica de [1.1]

DEFINICION 1.1

Se dice que u es solucion cldsica de [1.1] si:
(i) w € Ct (RN x (0,+00)) NC° (RY x [0, +00))

(i) u satisface la ecuacion de [1.1] puntualmente V(x,t) € RY x (0, +00) y la condicién

inicial Yz € RV,
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Ejemplo 1.2

2
Consideremos el problema de Biirgers |N =1, f(u) = %
%—Fu%:& en R x (0, +00)

u(z,0) =ug, () enR

Las curvas caracteristicas x(t) asociadas a dicho problema satisfacen el problema de

Cauchy
d
L at) = ule(t), 1
l‘(to) = X9

Llamemos ¢(t) = u(z(t),t); entonces ¢'(t) = 0, Vt. Consecuentemente ¢(t) = ¢(tog) =
u(zo,t0). Ademads, esto nos dice que z(t) es la recta que pasa por (zg, tg) y tiene pendiente
u(zo, to)
x(t) = u(zo, to)(t — to) + o
Sitg=0
x(t) = up(zo)t + o

Elijamos como condicién inicial

1 <0
uo(z) = ¢ up(x) 0<x <1, detal manera que ug€ C*(R)
0 z>1

Las curvas caracteristicas z(t) asociadas a esta condicién inicial estdn representadas en

la figura

Figura 1.1
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Puesto que u permanece constante a lo largo de las curvas caracteristicas, y dado que,
por ejemplo, en el punto (1,1) se cortan dos de estas rectas, tendremos

u(1,1) =up(0) v w(1,1) =wug(l)
Por lo tanto M 1=ug(0) =ug(l)=0 M

Ejemplo 1.3

Consideremos el mismo ejemplo anterior cambiando ug por

0 z<0
1 z>0

En tal caso, la solucién obtenida es (véase la figura 2.2)

uo(x)

0 z <0
x
u(z,t) = n O<z<t
1 T >t
=1
A
t
—
Figura 1.2

Observaciones:

Nétese que para unos datos muy regulares como los del primer ejemplo no obtenemos
solucién clésica, ya que sélo podemos asegurar la existencia de soluciéon en un entorno

de t = 0. Por otra parte en el ejemplo segundo para un dato discontinuo obtenemos una
solucién continua en todo R x (0, +00) (incluso analitica).

Esto se debe a la no linealidad de la ecuacién diferencial.

Los ejemplos precedentes muestran que el marco de la definicién 1.1 puede resultar ex-

cesivo. Ello hace necesario introducir un marco mas amplio donde hallar la solucién y que
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contemple las soluciones descritas anteriormente.

Si u es solucién clasica, entonces satisface la ecuacién de [1.1] puntualmente. Podemos
multiplicar por ¢ € C} (RN x [0, —|—oo))e integrar

//l + V- flu )1 drdt =0

Dado que Sop ¢ CC K x [0,T] para T > 0 y K compacto de R, podemos suponer ¢’ =0
y ¢(z,T) = 0. Asi,

_/ / l (W)V - 4 da:dt—/Kuo(x)qb(:x,O)dx:O

Obtenemos asi la formulacién variacional del problema

/ /N[ + f(u)V - gb] d:pdt+/ up(z)p(z,0)dz =0
R
Vo € ¢} (RY x [0, +00))
la cual permite introducir el concepto de solucién débil para el problema [1.1].

DEFINICION 1.4

Dada ug € L®(R"), se dice que u es solucion débil de [1.1] si
(i) we L= (RN x [0, +00))
(ii) u satisface [1.2].

Observaciones:

1. Noétese que si u es solucién débil, entonces satisface la ecuacion diferencial del pro-

blema [1.1] en el sentido de las distribuciones

%+V f(u) =0, en D’ (RN x (0, +00))

es decir

// {+f )WV 6| dvdt=0, V¢ eD(RY x(0,+00))
]RN

2. Las soluciones cldsicas son soluciones débiles. Para que una solucién débil sea clasica

necesitamos cierta regularidad, como veremos en el siguiente resultado.
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DEFINICION 1.5

Diremos que u es de clase C* (]RN x [0, —i—oo)) a trozos si existe un nimero finito de superficies
H; en RY x [0,+00) de manera que fuera ellas u es de clase C' y a través de ellas, u puede
tener una discontinuidad de salto.

TEOREMA 1.6
Seau € C! (RN x [0, +oo)) a trozos. Entonces u es solucién débil de [1.1] siempre y cuando
se cumplan las condiciones siguientes:

m

1. u es solucién cldsica en los abiertos donde u es C*, es decir R x [0,+00) \ | J H;.
j=1

2. u satisface la condicién de salto de Rankine-Hugoniot, es decir
N
(g —u)ng + > (filug) = fij(u-))ng, =0, V(x,t) € |J H; [1.3]
j=1

donde

(a) H; son las superficies que separan los abiertos donde u es de clase C.

— T . . .
(b) 7i(x,t) = (Nagy,...,Nay,Nt)  €s un vector unitario y normal a la superficie en el

punto (x,t) de la misma.
(c) uy(z,t) = EE%U ((z,t) +eni(x, 1))
(d) u_(z,t) = Elir(%u ((x,t) — efi(x, 1))

H
U
A4
s
® (,1)
U_
Figura 1.3

Demostracién: (Véase Godlewski-Raviart [3], pagina 29)
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Apliquemos este resultado para introducir la solucién débil del ejemplo 1.3
Veamos cuél es la recta ¥ de la figura 2.4 aplicando [1.3]

y

t ¥

Figura 1.4

1
luego
2ny +n, =0, V(z,t) € X

por tanto la recta X tiene de ecuacion

y la solucion débil que hemos hallado es

1 () el
w(z,1) { 0 (x0)ell

Veamos ahora un ejemplo en el que no hay unicidad.

Ejemplo 1.7

Consideremos el dato inicial

1 z <0
ug(z) = ’ 1.4
o() { -1, x>0 [1.4]
Para o > 1 se introducen las rectas
2z
X1 = t=
' (1-a)
Yo = z=0
2
23 = t= x
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Aplicando el teorema [1.6] podemos deducir que

-1 si 2z<(1—a)t
—a si (I1-a)t<2z<0
a si 0<2x<(a—1)t
1 si (a—1Dt<2z

[1.5]

son una cantidad infinita y no numerable de soluciones del problema de Biirgers con

condicién inicial [1.4], para cualquier o > 1.

Yo
1 i PR
—-a  «
-1 1
Figura 1.5

1.1 Solucién entrépica

Como hemos visto en el ejemplo de la seccion anterior, ni siquiera se tiene asegurada la
unicidad de solucién del problema de Biirgers. Con objeto de aislar una solucién (la tnica
fisicamente admisible), se introduce el concepto de solucién entrépica. Para ello consideremos

la formulacién no conservativa de la ecuacién [1.1], a saber

E— . — ]..
5 + E_ fj(u)@xj 0 [1.6]
Observacién:

Si u es solucién clésica, las dos formulaciones (conservativa y no conservativa) son equi-

valentes, pero esta equivalencia no se da en el sentido de las distribuciones.

Si multiplicamos [1.6] por la derivada de una funcién regular U(u) obtenemos

8u
1 _
+ Z U'(u 8% =0 [1.7)
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DEFINICION 1.8
Sean € convexo, U : Q CR+— R convexay F'=(Fj) con F; : QCR—R,1<j<N.
Diremos que (U, F') es un par de entropia si

Fi(u) =U'(u)fj(u),  1<j<N, [1.8]

J

en tal caso, U se denomina entropia de [1.6] y F flujo de entropia.
Observacién:

Nos restringimos a funciones de entropia convexas, aunque podriamos no incluir esta
restriccién. No obstante en este problema escalar que estudiamos, la convexidad de U se

convierte en una condicién necesaria y suficiente para la entropia.

TEOREMA 1.9
Si U es estrictamente convexa, entonces U es entropia de [1.6].

Luego, si encontramos un par de entropia (U, F'), entonces [1.7] se puede escribir

N

Z 8x] =0 [1.9]

=1

Con la propiedad de que cualquier solucién de [1.6] es solucién de [1.9], para cualesquiera

(U, F') pares de entropia.

DEFINICION 1.10
Diremos que u es solucion entrdpica de [1.6] si satisface

Z Fij(u)5— <0, V(U, F) par de entropia. [1.10]

La propiedad [1.10] se llama condicion de entropia.

1.1.1 El problema viscoso

Los resultados que siguen son relativos al problema viscoso (¢ > 0) dado por

Ou, B N
T +V- flu)) —eAu. =0 enRY x (0,+00) L11]

ue(z,0) = ug(x) en RY
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DEFINICION 1.11

Sea Q2 un abierto de RN y v € L (). Llamamos variacion total de v en Q a

VTq(v) = Sup / vVpdz.
peci(@N /0
llell Loo @y <1

DEFINICION 1.12

1

Diremos que v € L,

(Q) es una funcion de variacion acotada en Q (se notara VA(QY)) si
VTq(v) < 400

Veamos ahora un resultado que nos da la existencia, unicidad y regularidad de la solucién

del problema viscoso (su demostraciéon puede consultarse en [3])

TEOREMA 1.13 (existencia unicidad regularidad)
Siug € LY(RY) N L= (RY) N VA(RY). Entonces

(a) [1.11] admite una tinica solucién u. € C*(RY x (0,7)), VT > 0.
(b) ¥t >0
Lo ue(, t)lloe < lluolloo, 2. [IVue(, 8)llr < VT (uo),
3. | aau;(.,t) B < C VT(uy), 4. /]RN u.(z,t)dx = /]RN ug(r)dx,

donde en 3, C' > 0 es una constante.

El siguiente resultado nos asegura la convergencia de la solucion del problema viscoso a
la solucién de entropia del problema de Biirgers cuando € — 0.

TEOREMA 1.14
Supongamos que [1.6] admite un par de entropia. Sea (u.) una sucesién de soluciones de
[1.11] tales que

(a) ||te|| oo @y x[0,400)) < C, con C' > 0 constante indepenciente de .
(b) u. — u c.p.d. en RN x [0, +00) cuando ¢ — 0

Entonces u es solucién de [1.6] y satisface la condicién de entropia en el sentido de las
distribuciones.
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1.1.2 Existencia y unicidad de solucion del problema de Biirgers

TEOREMA 1.15
Sea ug € L*(RY) N L= (RY) N VARY) y f € CL(RY).
Entonces u es la tnica solucion del problema de Biirgers, con

(a) u € L®(RY x (0, +00)) NC([0,T], L\(RY)), VT > 0.

(b) Vt >0
L u(,t) € VA®Y) 2 Nl Bl < flugllie
3. VT(u(-,t)) < VT(up) 4. /]RN lu(z, ty) — u(z, ty)|de < C.VT(ug)|ts — t4],

Vi1t > 0.

Demostracién: (Véase Godlewski-Raviart [3])



Capitulo 2

El problema de Birgers

2.1 Formulacién del problema

En esta seccion se considera el problema no lineal

ou 0 0%u
o T [fW] =g =0 (2.6) €R x (0,400)

u(z,0) = up(x) r €R
que constituye el problema viscoso.
Para resolver este problema podemos discretizar primero con respecto a la variable ¢,
generando asi una sucesion de problemas estacionarios. Podemos utilizar distintos esquemas,
por ejemplo el siguiente: Para una talla de discretizacién en tiempo At > 0 se ponen

t, = nAt y u"(x) ~ u(x,nAt)
de tal manera que
vt = n d ) d2un+1
e R n _ =0
At + dx [f(u )} g

Por otra parte, en la practica ug es de soporte compacto. Asi, sin mas que tomar un R

adecuado, podemos reescribir la condicién inicial
un-i—l(_R) — un+1(R) =0
Asi, la semidiscretizacién en tiempo de [2.1] conduce al problema estacionario para u™*!
vt — d d2un+1

+ {f(u”“)} Vo

At dz =0

2.2]
W (=R) = u"(R) = 0
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el cual, puede transformarse en un problema sobre [0,1] mediante un cambio de variables

s d d2un+1 u”
4+ |:f(un+1>:| Yy 5 —_
At dx dx At 2.3
u™(0) = u"t(1) =0
Dediquémonos al estudio de la ecuacién de Biirgers viscosa y estacionaria
1d,, d*u
aut W) v =/ 2.4]
u(0) =u(l) =0

donde f € L?(0,1) (o bien f € H~1(0,1)).

2.2 Formulacion variacional

Multiplicando la ecuacién diferencial del problema [2.4] por funciones test v € D(0,1) e

integrando por partes, se deduce

1 1 1 1
a/ uvdx+/ uduvdx—l—l// dUdde:/ fvdx
0 0o dx 0o drdx 0

por densidad de D(0,1) en H(0,1), se deduce la formulacién variacional de [2.1]

Hallar u € H(0,1) tal que

1 1 1 du d 1
a/ uvdw—l—/ u—uvdx—i—l/ —u—vdmz/ fvdz [2.5]
0 0o dx 0 drdx 0

Vv € H)(0,1)

Veamos que cada uno de los términos de [2.5] tiene sentido:

1. Si f € H'(0,1) entonces obtendremos el mismo problema con {(f,v)y-1 H1 en el se-
gundo miembro de la ecuacion.
2. Dado que u,v € H}(0,1) se tiene

du d
wwve LX0,1) ﬁ, CTZ e L*(0,1)

Por otra parte sabemos por los resultados de inyeccién en los espacios de Sobolev que

Hy(0,1) — L*0,1) = u,v € L*(0,1)
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De manera que podemos aplicar la desigualdad de Holder a las integrales que aparecen
en [2.5]

1
| wvde < fullzellol

/1 o < Jul [vllze < Cllul] gy lv]]
u—vdr < |ju v u v
o iz S L J RS RGP

dz ||,
L du dv du dv
———dr < ||— - < C 1
o drdz "= | de||,, ||dz |, = lullgs vl

1
| fode < 7ol

2.3 Existencia de solucion del problema de Biirgers

variacional

El cardcter no lineal del problema [2.5] es la principal dificultad del mismo. La existencia
de solucién de [2.5] estd basada en una técnica de punto fijo. Haremos uso del siguiente
resultado debido a Schauder

TEOREMA 2.1 (Schauder)
Sean:
X un espacio de Banach
M C X un convexo, cerrado y M # ()
F : X +— X operador compacto y tal que F(M) C M
Entonces:
JreM tal que F(z) ==z

Vamos a demostrar el siguiente resultado:

TEOREMA 2.2
El problema [2.5] admite solucién u € H(0,1)

Demostracién.

Para asegurar la existencia de soluciéon vamos a proceder como sigue:

1. Se construye un operador 71" a través de un problema lineal.
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2. A ese problema lineal aplicaremos el teorema de Lax-Milgram que nos dara la existencia

y unicidad de solucion y, por tanto, que el operador esta bien definido.
3. Se aplica el teorema de Schauder al operador 1" para obtener la existencia de un punto

fijo que serd solucion de [2.5].

1. Construccion del operador T
Se considera el operador

T: Hy0,1) — H(0,1)

[2.6]
w — T(w) =u
donde wu es la unica solucién del problema lineal:
Hallar u € H (0, 1) tal que
1 1 du d 1
/ wwdr + - / u—v dz + - / w—v dr +v U gy = fudx [2.7]
0 3 0 dxdx 0
Vv e H)(0,1)

2. Aplicacién del Teorema de Lax-Milgram
Se aplica el teorema de Lax-Milgram a los datos siguientes

1/2
U dv\? /
layon = (| (5] d

1 du dv

> ay(u, v)—a/o wodr + = /u—v :c—|—3/ w—v dr +v ; %%dx

> L(v):/o fvdx

Veamos que se cumplen las hipdtesis del teorema de Lax-Milgram

> V=H(0,1) con la norma:

(a) Dadas u,v,w € H}(0,1), como ya hemos visto antes, tiene sentido escribir cada una

de las integrales

1 1 dw 1 du 1 du dv
d / M d / & d e
/Ouv v 0 udxv v 0 wdxv v o dxrdzx o

luego a,,(u,v) esta bien definida.
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(b) L es lineal y continua:
(L) < (I fllz2llvll 2 < Clloll g
(¢) ay(+,-) es bilineal y continua:
|aw(u, )| < Cllull gy lloll gy

(d) ay(-,-) es V-eliptica:

L dw w2 d Ll dv)®
ay(v,v) = /O’U da:~|—3 el x—l—S/ d—wvdm—l—z//o (d:c) dx,

obsérvese que

2 (1dv 1 doy?
— | —wvdr=- | —wd
3ho du T 3 dr
integrando por partes
1 dy? 1 ldw ,

go%wx 3Jo dz

por tanto

! Ldv)? L dv)? )
ay (v, ) :a/o 02d$+u/0 <da:> dr > V/O (dw) dr = v||vl[510,1

con lo cual tenemos la V-elipticidad de ay(-, ).

En conclusién [2.7] tiene solucién y ésta es unica, y por tanto el operador T estd bien
definido.

3. Aplicacion del Teorema de Schauder

(A) Veamos en primer lugar que el operador T es compacto, es decir:

V(w,) C Hy(0,1), we Hy(0,1) con w, — w débil en H}(0,1) =
= T(w,) — T(w) fuerte en H;(0,1)

Sea u,, = T'(w,), o lo que es lo mismo w,, es solucién del problema:

Hallar u,, € H{(0,1) tal que

04/ unvdx—|—3/ un vdx—l— /wn “vdx + [2.8]
0

S O gr = 1
+ v e dxdx /Ofvdx Vv e Hy(0,1)
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Si tomamos v = u,

1 1 2 1
a/ un|? d + 1// <dun> dx = / fundx [2.9]
0 0o \ dx 0

luego:

1
Va3 < aw(un, un) :/o funde <[ fllzzllunllze < ClFllz2llun]l o

de donde se deduce que
C
20 g < Al

Luego, existen u* € Hj(0,1) y una subsucesiéon (u,,) C (u,) tales que
Uy, — u* débil en H(0,1) [2.10]

En particular
1 1
/ U ¥ dx — / wvdx [2.11]
0 0

Ademads por [2.10] tenemos que

Uy, — u* fuerte en L*(0,1)

y como
dw,y, dw
;UT — = débil en L*(0, 1)
se deducen L du d L it d
Uy, dv u* dv
—_ — 2.12
odxdxgj_—_)odxdx$ [2.12]
Y Ld
wmvumdas — / wvu dx [2.13]
0 dx
Observacién:
Notese que también hemos usado que H}(0,1) — €°([0,1]), con lo que v €
L>(0,1).
También:

w, — w fuerte en L2

L du,,
o dx

1 du*

dul . du —— VW, dT — /

dx dr

en L2
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Por todo lo anterior, u* satisface la relacion

/1 o d +1/1 Ldw 4 +2/1 du* e+ Udu* dv
af vvde+ - vWv'—ovde+-=-] w vdr + v —dr =
0 3o da:l 3o dx o dx dx

- /0 fode Vo e HY0,1)

Puesto que [2.8] admite una unica solucidn, se tiene

luego, en realidad, es toda la sucesion (u,) la que converge débil a wu,

T(w,) — T(w) débil en H}(0,1)

Ahora nos queda probar que la convergencia es, de hecho, fuerte en H (1](0, 1).

Para ello consideremos de nuevo [2.9], es decir
2
1 1 du, 1
a/ up|? dz + 1// (u) de = / fu, dzx
0 o \ dr 0
j/_/ T/

1 1
a/ u? dx / fudx
0 0

1 2 1 1
lim V/ <dun> dx = / fudr — a/ u? dx
n—oo Jo \ dx 0 0

De igual modo, si hacemos lo mismo con v = u obtendremos

1 1 2 1
oz/ u?dr + I// (du) dr = / fudzx
0 0o \dz 0

por consiguiente, de [2.14] y [2.15]
U du, )’ U du)®
1 @ln _ / au
n*0 0 (daz) de 0 (d:c) de

u, — u en H(0,1)

de donde

en definitiva:

= u, — uen H{(0,1)
lunllmry — llully

o lo que es lo mismo:
T(wp) — T(w)

2.14]

[2.15)

[2.16]
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(B) Para aplicar el teorema de Schauder veamos que

M una bola cerrada C H(0,1) tal que T(M) C M

Tomando v = u en [2.8] y se deduce

1
vlulfy < aw(ww) = [ fude <O fllzllulm

es decir -
[T (W) gy < ;I|f||L2

Luego, si definimos M como
1 C
M = qve Hy(0,1) | ol < I £l
se tiene T'(M) C M.
Nos encontramos, por consiguiente, en las condiciones del teorema de Schauder.

En conclusién,
Jue M tal que T(u)=u

o dicho de otro modo

Ju € H((0,1) tal que

1 1 4 1 dud 1
a/o uvd:z:—ir/o uﬁvdaz—%u ; ﬁéda::/o fodr Vv e H0,1)

con [lullgy < 1 fllz

Observaciones:

1. La solucién u € H{(0,1) que hemos encontrado es también solucién fuerte del

problema, es decir, u € H2(0,1) N HZ(0,1) es solucién de :

[2.17]

siendo la ecuacion diferencial valida casi por doquier. Esto es una consecuencia de

que Hi(0,1) es un 4lgebra.
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2. El resultado que hemos obtenido podemos generalizarlo sin més que aplicar el teo-
rema de caracterizacién de H ~* a nuestro caso y utilizar una expresién méas general
de L(v):

1 1
L(v):/0 fvda:—i—/o g%dm f.g € L*(0,1) [2.18]

2.4 Resolucién numérica del problema de Biirgers esta-
cionario

2.4.1 Formulacién del problema aproximado

Vamos a utilizar la técnica de los elementos finitos para obtener un problema en dimensién
finita que sea una aproximacién del problema variacional [2.5].

1
Sean N >0, h=——, z; =1th, 0<i< N+ 1.
N+1
Se considera la aproximacién interna de Hj (0, 1) dada por el subespacio Vpy, definido por
Vo — {vh € C([0,1]) | va(0) = vn(1) = 0; vy €P1,i=0,1,.. .,N} 2.19]
[@i,@i+1]
°© vp(x)
v(x)
0 1
i) T T9 I3 T4 Is Te V$7 "
@]

Figura 2.1 : Ejemplo de aproximacién con N = 6

El conjunto de funciones:

th = {wi}i]il C Vbh con wi(xj) = 57lj Z,j < {1, 2, e 7N}
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constituye una base del espacio Vpy,.

Aplicando el método de Galerkin obtenemos el problema aproximado
Hallar u;, € Vp, tal que

1 1 1 dur d 1
a/ upvp, dr + / uhﬂvh dr + v U 2 dr = / frop dx [2.20]
0 0 dx 0o dr dx 0

Yy, € V()h
DEFINICION 2.3

Se define el operador de proyeccién ry, mediante

rn: Hg(0,1) —— Vo
v —  1(0)
con
rp(v)(x;) = v(z;), Vi=1,...,N

DEFINICION 2.4

Sea 2 C RY un abierto. Se dice que la familia {Qr}i\il es una particion de €1 si
(i) Q. C Q es abierto, Vr =1,..., M.

(i) Q,NQ=0,Vr,s=1,..., M, r#s
M*

(iii) Q=int (U Q)
r=1

En el andlisis de la convergencia de las soluciones discretas a la solucién del problema [2.5]
haremos uso del siguiente resultado

TEOREMA 2.5
Sea ) C RY una abierto acotado. Para cada M > 1, se considera {Qr}i\il una particion

de Q, con m(€) = / dr >0, dr =dxy...dr,. Sean f € LP(Q), 1<p<oo, ¥y
Q;

M f dx
_ Qi : : . _
fu = Z:ZI () Xq, | - Supongamos que A}gnoo sup (diam(€2;))| = 0. Entonces

{ — P
A}gnwa = f en LP(Q).

Ahora podemos demostrar
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TEOREMA 2.6

ltm 74 (0) — ol g = 0

Demostracion.
Sera suficiente demostrar que

Sea e; = [x;_1, z;], entonces

—r -

dx
va | [ @ JRAGES

N+1
i—1
i=1 m(GZ) - z:zl

d () = i -Th(U>($i)_7°h(U)<xi1)Xei] i lv(xl) —U(g[;ifl)x

m(ez) Xei

Aplicando ahora el teorema 2.5

CZBTh(U) — v' en L*(0,1)

con lo cual

rh(v) — v en Hy(0,1)

([
2.4.2 Resolucion del problema aproximado
El resultado siguiente asegura la existencia de solucién del problema aproximado.
TEOREMA 2.7
EI problema [2.20] admite al menos una solucién.
Demostracién.
Sea el operador
Th: Vo —— Vo
2.21]

wp, ——  Th(wy) = yn
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donde 1y, es la solucion del problema:

Hallar y;, € Vg, tal que

d
/yhvhda?—l—3/ Yn wh"UhdIL"—l- /wh Uhde+

Ldyp, doy, 1
—— ———dx = d
+y/o dr dzx o /o Jrvndx

[2.22]

Yo, € Von

Para resolver el problema [2.22], se siguen los mismos pasos que en el teorema 2.2. Por una
aplicacion directa del teorema de Lax-Milgram obtenemos

Ay, € Vo, solucién de [2.22]

Por otro lado como el espacio Vg, es de dimensién finita, usaremos el teorema del punto fijo

de Brower, que no es mas que la versién del teorema de Schauder finito dimensional.

TEOREMA 2.8 (Brower)
Sea X un espacio de dimension finita, T" un operador continuo de X en si mismoy B C X

un convexo, cerrado y acotado tal que T(B) C B. Entonces:
dzx € B tal que T'(x) =
La eleccién particular
o [ = Th
C
* B=D, = {U € Vo | llvllg < VHfHB}

permite concluir la existencia de, al menos, una solucion u, € Vg, .

2.4.3 Estudio de la convergencia

En esta seccién nos ocuparemos de analizar si la sucesién de soluciones (uy), que hemos
obtenido para cada valor de h, converge de alguna forma a la solucién de [2.5] cuando h — 0.

TEOREMA 2.9

Sea (u) la familia de soluciones obtenida. Entonces:
Se puede extraer una subsucesion (uy) tal que I}}Lno ||un — U”Hg =0
donde u es solucién del problema [2.5].

Esto ocurre para todas las posibles u que sean puntos de acumulacion de (uy) .



2.4. Resoluciéon numérica del problema de Biirgers estacionario 33
Demostracién.
Si tomamos v, = uy, en [2.20] obtenemos:
L, duy, 1 duh 1/ 4

/ o dr = 3/ de = 3 (uh(l) — uh(O)) =0 [2.23]
Por lo tanto:

1 U/ dur \ 2 1

04/ uj, dz + V/ <h> dx :/ Jrun dz < C| fl[ 2 [|un |

0 0o \ dz 0 0

luego
C
lunllgy < — l1F1lz2,
de donde se puede extraer una subsucesion (uy) C (uy,) tal que:
up — u* en Hy(0,1)
lo cual implica
up — u* uniformemente en [0, 1]
Sea v € H}(0,1), sabemos que:
rh(v) — v en H(0,1)
Tomando v, = r,(v) en [2.20] tenemos:
1 Lduy d
a/ uh/rh( dZL‘ —|—/ uh/ Th( d{E +v / U Th / thh Z, Yv € V()h
0 dx dac

Teniendo en cuenta que:

1.
u —> 't en L=(0,1) } — a/l upry(v) de — a/l u'vdr
rn(v) — v en H(0,1) 0 0
2.
uprp(v) — u'rp(v)  en L*(0,1) L duy
d;;, —_— CZ;* en L%*0,1) :>/o U ra(v) de — /
5 « o0
i) i ;((ci’i)) = [l — [

dx dx
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fo—f en L*(0,1)

rp(v) — v en L*(0,1)

}=>a/01fhrh(v)d:c———>a/olfvdx

podemos pasar al limite y tenemos asi que u* es solucién de [2.5].
Designemos pues u = u*. Veamos por ultimo que la convergencia u, — u es fuerte en
H;(0,1). En efecto, de [2.23] tenemos

1 1 2 1
a/ (up)?dr  + I// <duh> dx = / fup dz

0 0o \ dx 0
— ——
lh—>0 lh—»o

1 1
a/ u? dx / fudx
0 0

U dun \ 2 1 1
limy/ <uh> dr = / fudr — a/ u? dx
h—0 Jo \ dx 0 0

Dado que u es solucién de [2.5] y aplicando de nuevo [2.23] tenemos:
1 2 1 1
1// (du) de = / fudr — a/ u? dx
0o \dz 0 0

tim [l gy = [l

luego

por tanto

es decir
up, — uwen Hy(0,1)

Que todos los puntos de acumulacién son soluciones de [2.5] es evidente después de lo
visto para una subsucesién convergente de (uy,).
O
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2.5 Calculo de la soluciéon aproximada

Consideremos el problema de Biirgers [2.4] y el subespacio aproximante Vp;, como en [2.19].
En este caso la formulaciéon variacional aproximada del problema es

Hallar u;, € Vg, tal que

1 1 U dun d 1
a/ up Uy, dT + / uhﬂvh dr + v &n @On dr = / frnon dx [2.24]
0 0 dz o dr dz 0

Yo, € Von

N
donde uy, = Z uw; vy {wi }Y, es una base de V. El problema se puede escribir entonces
i=1

Hallar u;, € Vg, tal que

1 L du L duy, dw; 1
(BV)n a/ upw; dx +/ uh—hwi dr + 1// —h dr = / frw; dx [2.25]
0 0 dx 0o dr dx 0
1=1,...,N
que es un sistema no lineal con N ecuaciones en las incognitas uq, ..., uy. Por consiguiente,

la solucién de (BV);, sélo se realizara de forma aproximada a través de algin algoritmo
iteraivo.
En la seccién que sigue se describen algunas técnicas de resolucién (aproximada) de ecua-

ciones no lineales.

2.5.1 Método de Newton

Sean X e Y dos espacios de Banach, ) C X abiertoy F: Q C X — Y.
Se desea resolver el problema

Hallar u € €) tal que
(P) _
F(u)=0
Definamos la familia {A,,(v)}.>o donde A, (v) € Isom(X,Y), Vo € Q y Vn > 0.
veEN
Entonces el algoritmo de Newton generalizado para la resolucién (aproximada) de (P) viene

dado por
1) uyef
(ANwG) ) o .
(2)  Upyr = uy — [An(w)]” F(uy), para algin [, 0 <[ <n.

Veamos un resultado que nos da la existencia y unicidad de solucion, ademas de la con-
vergencia del algoritmo (su demostracion puede verse en [4, pagina 162)):
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TEOREMA 2.10
Sean XY dos espacios de Banach, ) C X abierto, ug € Qy F': Q C X —— Y una funcion.

Supongamos que:
1. F es derivable en f).

2. d M, B,r > 0 tales que:

(H1) B, = B(ug,r) C
(H2) sup |[An(v)]

v GE’I‘

1
Hc(y,X) =M

(H3) Sup HF/(U) - An(v’)Hc(x,Y) <

v,v' €Byp
n>0

g
M 66(071)

(H4) |[F(uo)ly < (1= )
Entonces

1. u, estd bien definida, es decir, (u,) C B, C € ;

2. u, — u € § solucién de (P) y es tinica en B,.

n

g
1-p

3. [lun —ulf < [[uo — ull

Eligiendo convenientemente los isomorfismos (A, (v)), se deducen diversos métodos de

Newton. En efecto,

1. Si A,(v)=F'(v), Yn>0 y Il=mn
(ANw){
(

2. 51 A,(v) =F'(v), ¥Yn>0 y 1=0:
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3. Si A,(v) = Ay, V¥n >0 con Ay' “facil” de calcular:

(1) Ug € Q

(2) Unt+1 = Unp — A61F(Un)

4. Si Ap(v) = F'(v), Vn>0 vy fijado p:

(1) Ug € Q

(AQNW)3 (2)  tpi1 = up — [An(w)] ™ F(uy)
dondez:pE[ ]

n
p

El caso 1 es el método de Newton usual. Noétese que en cada iteracién es necesario

actualizar la matriz [F’(u,)]”!; para simplificar esto, se introducen las variantes dadas en 2,

3y4.

Las variantes 2 y 3 se llaman método de Whittaker; en estos métodos se toma siempre el

mismo isomorfismo a invertir para todas las iteraciones.

La variante 4 se llama método de cuasi-Newton; en este método, el isomorfismo a invertir

es actualizado cada cierto ntimero de iteraciones fijo.

Aplicacién a un problema de optimizacion

Sea V un espacio de Banach, 2 C V abierto y convexo, y J :  C V —— R un funcional

convexo y dos veces diferenciable en 2 (en el sentido de Fréchet). Se plantea el problema de

optimizacién
Hallar v € €2 tal que
J(u) < J(w), YveQ

Dado que J es diferenciable y convexo, el problema anterior es equivalente a

Hallar u € € tal que
J'(u) =0
Para construir una sucesiéon minimizante (u,), se considera el algoritmo de Newton
1) u e
(ANwG) @ o 1
(2)  upg1 = up — [An(w)] " ' (un), 0<I<n

donde J'(u,) € V'y A,(w) € Isom(V, V'), Vn>0yVlicon0<I[<n.

Aplicando el teorema 2.10, se deduce inmediatamente el

[2.26]

[2.27]
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TEOREMA 2.11
Sean V' un espacio de Banach, 2 C V abierto, J : Q CV —— R y ug € ). Supongamos que:

1. J es 2 veces diferenciable Fréchet en ).

2. A M,B,r > 0 tales que:

(Hl) ET = B(UO,T’) cQ

(H2). Useug H[A”<U)]_1Hc(\/',\/) =M

" / ﬁ
(H3).  Sup [|J%(v) = Al gy < 37 P €(0,1)

r
(HY). ||/ (wo)llv < 77(1=F)
Entonces:
1. u, esta bien definida (es decir, u,, C B, CQ )

2. u, — u € § solucién de [2.27] y ésta es tinica en B,.

n

g
1-p

3. [lun =l < luo —ull 5 €(0,1)

Un caso particular

Si consideramos el caso A, = J” y | = n, tenemos (ANw). Pero dada la dificultad de
1

trabajar con [J" (un)]fl, consideremos un caso particular de (AQNw)s en el que Ag = — Iy
P

V' es un espacio de Hilbert

(1) Uy € Q
{ [2.28]
(2)  tpsr = un — pJ" (un)
Como V' es un espacio de Hilbert, por el teorema de Riesz
Jo: V'~V lineal, continua, biyectiva e isométrica.
asf la ecuacion (2) de [2.28] hay que entenderla como
(1) Ug € Q
{ [2.29]
(2)  tpsr = un — po (J'(un))
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Por comodidad en la notacién identificaremos o (J'(v)) y escribiremos simplemente 2.28
con J'(v). Definamos ahora el operador:
T,: VeV
12.30]
vi— T,(v) =v—pJ(v)
Asi el problema [2.28] quedara:

{ L) wel 2.31]

(2)  ung1 = Tp(un)

Con lo que basta demostrar que 7}, es contractiva para ciertos valores de p. A tal efecto se
tiene el

TEOREMA 2.12 (Punto fijo de Banach)
Sea (E,d) un espacio métrico completo y T : E —— E contractiva, es decir, existe « € [0,1)

tal que
d(T'(2), T(y)) < ad(z,y) Va,y € E.

Entonces:
ANz e B tal que T(z*)=2z"

Ademaés, la sucesion definida mediante xo € E dado y x,4+1 = T(z,) para n > 0, satisface
n

Oi&d(xl,xo) y d(zp,z") < a"d(zg, z7).

lim z,, = 27, d(xp, %) < 1

n—oo

TEOREMA 2.13
Sea V un espacio de Hilbert y J : V —— R 2 veces diferenciable en V.
Supongamos que 3 v, M > 0 tales que:

(H1). J"(vid.0) Zv|¢l°, VeV, VeV

). sup 17000

<M, YveV
oacv  [lolll[¥]

Entonces N
Vp € (O, ]\]2) el operador T}, definido en [2.30] es contractivo.

Como aplicacién del teorema 2.12, se tiene:

1. ueV talque T,(u)=u
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2. Puesto que T}, es contractiva se tiene ademas la estimacién
d(unv ’LL) < ’Ynd(uoa u)
En particular, si v € (0,1), obtenemos

u, — u enV.

3. Tenemos la convergencia para cualquier ug que tomemos.

Método de Newton en dimension finita
Sea F': RY —— R" derivable. Se considera el problema

{ Hallar = € RY tal que

F(z)=0

El método de Newton se escribe entonces

(1) ug €RY
Paran >0

(ANw)
(2)  F'(un)w, = —F(uy)

(3)  Upy1 = Uy + Wy

T3 T2 xT1 ZTo

Figura 2.2 : Ejemplo con N = 1.

[2.32]

En cuanto a la convergencia podemos usar el teorema 2.10, que nos asegura, bajo ciertas

condiciones, la existencia y unicidad de la solucién de [2.32], y que x,, — x geométrica-

mente.
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Aplicacién a la resolucién del problema (BV),
Si aplicamos el algoritmo (ANw) a (BV');, tenemos:
eveVy, = v~ (v,...,uon) €RY

o F(v) = (Fi(v),...,Fy())" € RN donde

1 dv dw 1
F(v)—a/ vwlda:—ir/ v—wldaﬁLu Rl —/ frw; dx
0 0o dx dx 0
1 L dv dw;
F! _ / od .d / od iy
o (Fl(u),v) = o ww T+ w T+ w x—H/ded:B x

y el algoritmo quedaria:

1. u?LGVOh

2. Dados n > 0 y uj, se calcula 0™ € Vpy, solucién de
Ldom du),-

1 v dup Lo dén B
04/0 5wid:v+/0 5%wid:v—|—/0 uhdxwzd:v—l—l/ v de dr =

1 1 dur U du® dw; 1 _
= — [04/ uZwidij/ uzﬂwidm%—u 2, &0 dx—/ fhwidx], 1<i<N
0 0 dx 0 0

dr dx
3 u’n+1 — UZ + 5TL

Observaciones:
1. Tenemos que resolver sistemas de matriz F'(u}) € Myxn que cambia en cada
etapa.

2. Las matrices son tridiagonales no simétricas.

2.5.2 Matriz de precondicionamiento

Sea J : RN —— R derivable. Se considera el problema de optimizacién

{ Hallar z € RY tal que 9.33]

J(x) < J(y), VyerY

TEOREMA 2.14 (Existencia)
Sean U C RY cerrado y no vacio y J : RY +— R una funcién continua y coercitiva (si U no
estd acotado). Entonces existe al menos un elemento u tal que

J(u) = inf J(v).

velU

Si ademas J es estrictamente convexo, la solucion es tinica.
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Demostracién: [4, pdg 175]

TEOREMA 2.15 (Condicién necesaria y suficiente)
Sean V' un espacio normado, U C V convexoy J : U C V + R una funcién convexa y

derivable en uw € U. Entonces
J(u) = 125 Jw) <= Jww-—u)>0, YoelU

Demostracién: [4, pdg. 156]

En las condiciones del teorema si U = V = R¥ la condicién necesaria y suficiente es

J' (u) = 0.
Pasamos por tanto al estudio del problema
9J(y)
Hallar z € RY tal que , (9'x1
) con J'(y) = :
=0 2.1(»)
&cN

Vamos a construir una sucesién (x,) que tienda a la solucién z. Si utilizamos el método
de Newton tenemos

{ (1) Xg € RN
(ANw)
(2)  J(@n)(@ni1 — 2n) = =S (2n)

9*J(y)
8%8%

donde J"(y) = ( ) € Mpyxn  es la matriz hessiana de J.
1<ij<N

Habitualmente, los sistemas de ecuaciones dados en (ANw)(2) estan mal condicionados
por lo que es conveniente utilizar una técnica de precondicionamiento que viene dada a través
de una matriz S € Myyn que llamaremos matriz de precondicionamiento.

Por ejemplo supongamos que deseamos resolver el siguiente sistema Az = b en RY. Si A
estd mal condicionada, podemos sustituir el sistema por otro equivalente SAx = Sb, donde

ahora S A esté mucho mejor condicionada.

Observaciones:

1. En los problemas (ANw) S va a permanecer constante en todas las iteraciones.
2. Se elegird S simétrica y definida positiva. De esta manera podemos factorizar S
usando el método de Choleski al principio del algoritmo, obteniendo asi un consi-

derable ahorro de calculo.
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Eleccién de la matriz de precondicionamiento

Procuraremos tomar S lo mas sencilla posible. Una eleccién clasica de S es

aiy ... 0
S = Do : definida positiva.
0 ... QNN

Caso particular
Consideremos el problema

() Hallar z € RY tal que
Arx +¥(z) =10

donde:
o A€ Mpyyy simétrica y definida positiva,
o U: RN +— RY definida por U(y) = {¢(v:)}in, Yy ={u}i, €RY,
e ¢ : R+ R continua y creciente,

por tanto, (P) es un sistema no lineal y monétono que admite una tnica solucién.

Si F(y) = Ay + V(y) — b . Es facil de comprobar que F(y) = J'(y) donde:
9(0) = 5 G = () + 3 900:)
con P la primitiva de ¢ que se anula en 0:
o(0) = [ oe) de.
Sea entonces el problema:

Hallar = € R tal que
(M) N
Ja)<J(y) Vyem

Aplicando el teorema 2.14 tenemos la existencia y unicidad de solucién de (M), pues
1. U=V =R".
2. J es un funcional estrictamente convexo y derivable.

luego tenemos la existencia y unicidad de solucién de (P). Ademéds por el teorema 2.15 (P)
y (M) son equivalentes.
Si ademés ¢ es derivable, entonces J € C*(RY); en este caso la eleccién natural de la

matriz de precondicionamiento es S = A, si A es facilmente invertible.
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2.5.3 Método de minimos cuadrados

Sea V un espacio de Hilbert real, dotado de un producto escalar (-,-), con || - || la norma
asociada.
Para un operador (no lineal en general) A : V +— V' se desea resolver la ecuacion

Hallar v € V' tal que

[2.34]
Au) =0
Denotemos (-, ) la dualidad V'V, ||.||s la norma en el dual, es decir
fiv
7. = sup 1500
veryioy |l
Para resolver el problema [2.34] el problema de optimizacién
Hallar v € V' tal que
[2.35]

A« < [[A)[l. Vv eV

y, claramente, toda solucién de [2.34] lo es de [2.35]. Reciprocamente, si [2.34] admite
solucién, entonces toda solucién de [2.35] también lo es de [2.34]. No obstante, no es la
version [2.35] la que nos interesard ya que en a mayoria de los casos la norma dual ||.||. no es
facilmente manejable. Por esa razon introducimos el isomorfismo de dualidad entre V' y V’.

DEFINICION 2.16
Llamamos isomorfismo de dualidad al operador S : V +— V' que cumple

(v,w) = (Sv,w) Yv,weV
Algunas propiedades inmediatas del operador S asi definido son:
L. (Sv,v) = ||v]|* YweV
2. (£,57 ) =IFIE vfeV
3. 1Sl = lloll y IS7Hf I = I £l
Consideremos ahora el problema

Dado v € V, hallar y, € V tal que
[2.36]
Sy, = A(U)
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Dado que [A®)[. = 1Syl = ]l si definimos

1
Iw) = 5yl

podemos plantear el problema [2.35] de forma equivalente como el problema de minimos

cuadrados siguiente

Hallar v € V' tal que
2.37]

Jw) < Jw), YveV

y ahora J sélo hace referencia a la norma sobre V (y no a la de V).

El apartado siguiente describe algunos algoritmos destinados a aproximar la solucion de

problemas del tipo [2.37].

2.5.4 Métodos del gradiente conjugado

Sean V un espacio de Hilbert y J : V' —— R diferenciable. Se pretende construir una sucesion
minimizante para [2.37]. Para ello podemos usar los métodos del gradiente conjugado. Una

formulacién general de todos estos métodos es la siguiente:
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INICIO
(1)  Elegir uy € V arbitrario.
@) Hallar dy € V tal que
(do,v) = (J'(up),v)y YveV
(3) Wy = do
DESCENSO Dados n >0y u,,d,, w, € V :
Hallar p, € RT tal que
(4 J(up, — ppwy,) = inf J(u, — pwy,)
p>0
(5) Up+1 = Up — PrWy
(AG){ NuEvA DIRECCION DE DESCENSO

Hallar d,,.1 € V tal que
(6) :
(dui1,0) = (S (1), 0) VoV

(7)  Sid,y1 =0, parar; u,; es solucién.

(dn+1adn+1)
&) = [d,|2

(dn+1 - dnu dnJrl)
[l

(9) Wp41 = dn+1 + YnWn

Volver a la etapa (4), con n + 1 en lugar de n.

0 algoritmo del gradiente con paso 6ptimo (AGPO).

algoritmo del gradiente de Fletcher-Reeves (AGFR).

algoritmo del gradiente de Polack-Ribiere (AGPR).
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Si usamos (AGPO) el numero de iteraciones puede dispararse como veremos en el siguiente

ejemplo.
Ejemplo 2.17

Sea J : R? — R definida por:

J(v1,v9) = (alv% + agvg) con 0 < g < ap

DN | =

0
luego J(v) = %(Av,v) donde A = ( a1 )
0 (6%)

Aplicamos el algoritmo tomando como direcciones d,, justamente los J'(u,). Si se hacen

los célculos y se dibujan las curvas de nivel de J

A

Uo

U2

‘u1

Figura 2.3

se observa que para cualquier ug = (ug1, ug2) tal que upiuge 7 0 no hay convergencia en

un numero finito de pasos.

2,2
Si J(z,y) = % + yT’ es evidente que la solucién del problema de minimos es uv* = (0,0).
1

Veamos qué resultados numéricos", se obtienen para cada uno de los métodos anteriores.

1Se han obtenido sin error de redondeo, usando el programa de célculo simbélico Maple V.
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Resultados numéricos obtenidos con (AGPO).

Un
Iteracién Coordenada z Coordenada y |u* — up|
0. 10. 2. 10.19803903
1. 8.780487805 -.4390243902 8.791456561
2. 5.644599303 1.128919861 5.756384401
3. 4.956233534 -.2478116767 4.962424958
4. 3.186150129 6372300259 3.249248337
5. 2.797595235 -.1398797618 2.801090047
6. 1.798454080 .3596908160 1.834070490
7. 1.579130412 -.07895652058 1.581103092
8. 1.015155265 .2030310529 1.035259301
9. 8913558421 -.04456779211 .8924693413
10. .5730144699 1146028940 .5843623929
11. .5031346565 -.02515673283 .5037631822
12. 3234437078 .06468874155 .3298491555
13. .2839993532 -.01419996766 .2843541307
14. 1825710127 03651420255 .1861866313
15. .1603062551 -.008015312755 .1605065128
16. .1030540211 .02061080423 .1050948930
17. .09048645758 -.004524322879 .09059949503
18. .05816986559 .01163397312 .05932185596
19. .05107597954 -.002553798977 .05113978465
20. 03283455828 .006566911655 .03348481068
30. .001881467701 .0003762935401 001918728104
40. .0001078108217 .00002156216434 .0001099458967
50. | .000006177716086 | .000001235543217 | .000006300058974

H

Resultados numéricos obtenidos con (AGFR). H

Un
Iteracién | Coordenada x | Coordenada y |u* — up|
0. 10. 2. | 10.19803903
1. 8.780487805 | -.4390243902 | 8.791456561
2. 0. 0. 0.
H Resultados numéricos obtenidos con (AGPR). H
Un
Iteracién | Coordenada x | Coordenada y |u* — up|
0. 10. 2. | 10.19803903
1. 8.780487805 | -.4390243902 | 8.791456561
2. 0. 0. 0.
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2.5.5 Aplicacién del (AGPR) a la ecuacién de Biirgers

Vamos a usar el Algoritmo del Gradiente de Polack-Ribiere, que hemos descrito antes, para

resolver el problema de Biirgers cuya formulacién variacional es

Hallar u € H (0, 1) tal que

Ldu d
/uvd$+/ u—vd:c—i—z/ My x—/ fvdx [2.38]
0 0 drdx

Vv € H\(0,1)

que es un problema del tipo [2.34] con
1 1 du d 1
(A(u), v}-a/o wvdx + u—vdm+u ; %édm—/ fvdx

Vamos a fijar ahora un producto escalar en HJ(0,1) tomando la parte bilineal del pro-

blema, es decir

1 1 du d
(w,v)gg = a/o uwvdr + v ; ﬁd—;dufc
Definimos entonces el isomorfismo de dualidad
1 1 dvd
(S(v),w) = a/o vwdr + v ; éﬁdw

por tanto

2/yvd +2/ (dyv>

donde, a cada v se le asocia ¥, solucién de [2.36], es decir

Hallar y, € H}(0,1) tal que

1 Vdy, dw ,
a/o Yypw dx + v ; dx%da: a/o vwda:+/ v wd:c—l— 2.39]

Ldvd
+v ; d—vﬁ x—/ fwdz, Yw € Hy(0,1)

Ademas

1 L dy, dw L dy
/ _ . d v / , v
(J'(v),w) a/oyw x—i—uo T o T+ Ny

dw
—d
Udm T

El algoritmo queda entonces



50 Capitulo 2. El problema de Biirgers
IN1C1O
(1)  Elegir uyp € Hj(0,1) arbitrario.
Hallar yo € Hg(0,1) tal que
1 U dua d 1 1
(2.1) a/o Yyowdr + v ; %ﬁdmza/ﬂ uowdx+/0 uoﬁwdawr
L dug dw 1
————dx — d Hy (0,1
o dx dx Ofw:c vw € Hy(0. 1)
Hallar gy € H3(0,1) tal que
1 Ldgodv , 1 L dyg dv
(2.2) a/o gov dx + v ; %%dx—a ; Yyov dv + v ; %%dx—i—
L du 1 dv
—i—/o yod—;v dx +/0 you()% dx Yv € HS(O, 1)

(3)  wo=go
DESCENSO Dados n > 0y uy, gn, w, € H3(0,1), w, # 0,

Hallar p, € RT tal que
4 J(tun, — ppwy,) = inf J(u, — pw,)
p>0

(5) Unp+1 = Up — PpWp

NUEVA DIRECCION DE DESCENSO

Hallar y,,,1 € H}(0,1) tal que

1 Ldy,q dw 1 1 du,,
(6.1) a/o Yni1W dw+y/0 WH% dr = a/o Uy 1W da:+/0 Un1 dajlwdij
L duy,4q dw 1 1
+v N e x—/ofwdx Vw € Hy(0,1)

Hallar g,1 € H}(0,1) tal que

! Ldg,y1 dv 1 L dyyq dv
(6.2) 04/0 gn+1vdw+V/0 W’Ll%dx:&/o yn+1vdx+u/0 W’Ll%daﬁt

1 du,, 1 d
—i—/o Yni1 inﬂvdx—l—/o Ynt1Un+1 Y dx Vv € Hy(0,1)

dx
Si g,i1 = 0, parar; u,,, es la solucién.

T

(gn-‘rl — 9n, gn-H)Hl
(7) Tn = 0
AT

(8) Wpt1 = Gn+1 T YnWnp

Volver a la etapa (4), con n + 1 en lugar de n.
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Capitulo 3

Introduccion

Las ecuaciones de Navier-Stokes aparecen en la mecanica de medios continuos cuando se
estudia el comportamiento de un fluido que fluye a lo largo de un dominio  C RY(N=2
6 3), durante un intervalo de tiempo [0,7). Por tratarse de un fenémeno de la mecénica
de medios continuos, se supone la existencia de funciones “regulares” que describen las

magnitudes fisicas que intervienen en las ecuaciones, a saber:
e peC'(2x10,7)), p>0,la densidad de masa.
e e CHQx[0,T);RN), el campo de velocidades.
e weCOQXx[0,T)),w>0,la densidad de energia interna por unidad de masa.

Las ecuaciones que ligan estas magnitudes se deducen a partir de leyes de conservacion y

leyes de comportamiento (véase [5]).

3.1 Descripcion de algunas situaciones fisicas y de su
expresion en términos de ecuaciones en derivadas

parciales

De la ley de conservacion de masa obtenemos la ecuacién

dp

a—i—V-(pﬁ):O en Q x (0,7). 3.1]
De la ley de conservacion de movimiento se deduce
dp . . - e
pa+(u-V)u —V-a=pf enQx(0,7). 3.2]
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con & € CHQ x [0,T); L(RN)) el tensor de esfuerzos y f € CHQ x [0.T); RY) la funcién de
densidad de esfuerzos exteriores; aqui L,(RY) representa el conjunto de las matrices simétri-

cas.

De la ley de conservacion de la energia se tiene
Oow . S R
) E—I—(U-V)w =—-V-{+5:Vi enQx(0,T), (3.3]

con ¢ € CHQ x [0,T);RY) el flujo de calor.

N(N+5)
2

Hemos llegado al sistema [3.1]-[3.3] que tiene (/N +2) ecuaciones con +2 incégnitas:

P, W, Uiy G5, 045 (Z < j)-

Para obtener un sistema con el mismo niimero de ecuaciones que de incégnitas imponemos

ciertas restricciones en funcién del medio.

3.1.1 Fluido ideal, incompresible y homogéneo.

En este caso tenemos

e o =—pl con p € CH(Q x [0,T)) la presidn.
o V- -u=0, en Q x (0,7).
e p(x,t) = po, en Q x (0,7).
Obtenemos asi el sistema de ecuaciones en derivadas parciales (ecuaciones de Euler incom-
presibles)
ou L1 >
— 4+ ((W-V)Yi+—Vp = f enQx(0,7T)
ot Po
V-i = 0 enQx(0,7).
Observaciones:

1. Si suponemos pp un dato conocido, el sitema tiene (N + 1) ecuaciones y (N + 1)

incognitas: u; y p.
2. La ecuacién de la energia queda desacoplada y w puede calcularse a partir de .

3. Este sistema modela problemas en los que el término de viscosidad es despreciable

frente a los de conveccién (conveccidn dominante).
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3.1.2 Fluido newtoniano viscoso (con viscosidad constante), in-

compresible y homogéneo.

Vamos a suponer ahora que el campo de velocidades es de la forma @ € C*(Q x [0,T); RY),
y que existen p € CYH(Q x [0,T)) presién dindmicay pu > 0 viscosidad dindmica, tales que
2
5= —pl+p (vm Vi - (V. E)I) .

De nuevo V- @ =0y p(x,t) = po en Q x (0,7).

Obtenemos asi el sistema de ecuaciones en derivadas parciales
ou 14 1 >
— 4+ (u-V)u— —Au+ —Vp = en (2 x (0,7
V-t = 0 enQx(0,7).

Observaciones:

1. Si suponemos que pg y p son datos conocidos, el sitema tiene (N + 1) ecuaciones y
(N + 1) incégnitas: u; y p.

2. Como en el caso anterior la ecuacién de la energia queda desacoplada y w puede
calcularse a partir de u.

3. Este es un modelo mucho m4s realista que el anterior.

3.1.3 Fluido newtoniano viscoso, incompresible y no homogéneo

Razonando como en el caso anterior llegamos al sistema de ecuaciones en derivadas parciales

siguiente
dp ~
a—kV-(pu) = 0 enQx(0,7).
a_’ ud
P<£+(6-V)U)—M(Vﬁ+Vﬁt)+Vp = pf enQx(0,7)

Vi = 0 enQx(0,7).
Si suponemos que p es un dato conocido, el sistema tiene (N + 2) ecuaciones y (N + 2)
incognitas: p, u; y p.

3.1.4 Fluido newtoniano viscoso, compresible y no homogéneo

Es un modelo que tiene validez para la casi totalidad de los problemas en los que el medio
es un gas, y por consiguiente, es de gran interés.
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De nuevo supondremos @ € C2(2 x [0,T);RY), que existe p € C*(Q x [0,7)), y ahora
tenemos que la viscosidad dindmica es p, € C*(R; X R, ), de forma que

2
5= —pI+ ja(p,w) (w+ Vi - (V- g)l) .

Si suponemos que pu, es un dato, tenemos como antes (N + 2) ecuaciones [3.1]-[3.3] y
(2N + 3) incognitas: ¢;, u;, p, w y p. Para igualar el nimero de incégnitas y de ecuaciones

se recurre a la termodinamica; introduciendo
e 0 €C*(Qx10,T)), 0 >0, la temperatura.
e \. € C'(Ry X Ry), x» > 0 la conductividad térmica.
o ¢, € CHR,), ¢, > 0, el calor especifico.
De manera que ¢ = —x.(p,w)VO, vy que w = c,.(p)0.
Podemos admitir que la conductividad térmica y, y el calor especifico ¢, pueden deter-

minarse de forma experimental. Ademds, la ley de los gases perfectos relaciona la presién

con las otras tres magnitudes mediante

con R > 0 la constante del gas.

Finalmente tenemos el sistema de ecuaciones en derivadas parciales

g’;+V (pl) = 0  enQx(0,7).

ou -

—V~[,u* p,c*pQ ( u—(V-ﬁ)I)}%—Vp = pf en Q2 x (0,7)
c(p)p (gﬁ +u- VG) V- (X*(p,c*( )9)V0)
— s (p, c*(p)G) <Vu + Vi — ?)(V : U)I) Vi = 0 enQx(0,7)

V-t = 0 enQx(0,7T),

que es un sistema de (N + 3) ecuaciones con (N + 3) incdgnitas: p, 0, w y u;.
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3.2 Eleccion de las dimensiones fisicas

Si tomamos como magnitudes caracteristicas:

e L = longitud caracteristica (por ejemplo, el didmetro de 2),

e U = velocidad caracteristica (por ejemplo, la media de las velocidades iniciales o |ty|),
entonces las nuevas variables y funciones vienen dadas por

.t U, D

—

x
R t 9 u = -, = T 29
C (C)U) U LNTE
las cuales ya no poseen dimension fisica alguna. En estas nuevas variables, en el caso de un

fluido viscoso, incompresible y homogéneo, tenemos las ecuaciones en derivadas parciales sin

dimensiones fisicas siguientes

. 1 ~
(21;* + (@ VT = o ANV = f en 07 x (0,T7)
V*ua = 0 enQ* x(0,77),
— — T
donde f*(z*,t") = £f(x,t), T = —ﬁ, v = s el coefidiente de viscosidad y
U? U Lo
Re = % = ULpo es el namero de Reynolds.
v pu

Gracias al principio de semejanza de Reynolds:

“Si 2y y € tienen geometrias semejantes, de forma que las respectivas velocidades
caracteristicas U; y Us y las viscosidades 14 y 15 son tales que

Re; = ULy = UoLs = Res,

151 Vo

entonces, (u},p;) y (us,ps) resuelven el mismo problema. En consecuencia, es

posible obtener (i, p;) a partir de (us, p2) mediante un cambio de variables”.

es posible resolver problemas en las condiciones que nos interesen siempre que Re no cambie.
Por ejemplo, para dominios muy grandes podemos pasar a dominios mas pequenos mediante
un cambio de variables, resolver el problema y deshacer el cambio de variables para obtener

la solucién en el dominio inicial.

Ademas, la experiencia muestra que muchas situaciones

e Si Re es “pequeno” el flujo es laminar, es decir, organizado en capas que se deslizan

unas sobre otras.
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e Si Re es “grande” el flujo es turbulento, es decir, completamente irregular en espacio y

en tiempo.

En los capitulos siguientes vamos a estudiar el caso de un fluido viscoso, incompresible
y homogéneo. A este sistema de ecuaciones le anadiremos condiciones de contorno de tipo
Dirichlet, resultando el problema

ou 1 1 -
—+(u-V)yiu— —Au+ —Vp = en Q x (0,T
G+ (@ V)i L —vp = f 0.7)
V.-u 0 en Q x (0,7) [3.4]

u(z,t) = g(z,t) sobre 02 x (0,7)
w(z,0) = tUp(zr) enQ,

con ¢ la traza de una funcién que, eventualmente, depende del tiempo y cumple la condicién
de compatibilidad
/ G dS =0 en (0,T),
o0

donde 77 = 7i(z) es el vector normal, unitario y exterior a . Y iy es el campo de velocidades

inicial sobre €2, que es compatible la condicién de incompresibilidad, es decir, V - iy = 0.

3.3 Existencia, unicidad y regularidad de la solucion.

En lo que sigue, Q € RY designara un dominio acotado con frontera suficientemente regular.
Consideremos los espacios

7[12 (Q)N

Vo:{veD(Q)N’V-vzo}, H=Y, ={ve (@Y, V-v=0 v-i=0},

Vo= = {v e BY(Q)Y, Vv =0}.
(véase por ejemplo [6, pagina 26]). Podemos deducir la formulacién variacional del problema

[3.4], que resulta ser equivalente al problema

Dados f € L0, T; HY(Q)N) y @y € H
Hallar @ € L*(0,T;Vy) N L>(0,T; H) tal que

di L e , [3-5]
<£>’U>V0’vo + va(i, v) + b(U, @, V) = <f7U>H—1H§ Vo e Vo,

con N
. an (%j
a(u,v) = Y /Q oz, (%idw u,v €V,

ij=1
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y
N O
b y» Uy = / — zd .
(u,v,w) ,‘7]%1 Qukﬁka x

El siguiente resultado puede consultarse en [7]:
TEOREMA 3.1 En estas condiciones
(a) si N =2 el problema [3.5] tiene una tinica solucion.

(b) si N =3 el problema [3.5] tiene solucion.

(c) si N =2 con f, ?){ e L*(0,T;V)), F(0) € H, iy € H*Q) N HLQ), i@y € V.

Entonces la solucion del problema [3.5] que existe por (a), verifica

ou
ot

— € L*(0,T; Vo) N L>(0,T; H).
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Capitulo 4

Métodos de Descomposicion de

Operadores

Consideremos el problema de Cauchy

dt

{ du +A(u)=f en (0,7)
u(0) = ug

donde A : H— H, y H un espacio de Hilbert.

Con objeto de resolver numéricamente un problema del tipo [4.1], se introducen los deno-
minados métodos de descomposicion de operadores. Estos métodos consisten en descomponer

A en suma de dos operadores

A=A + A,

de tal manera que A; y Ay sean mas “sencillos” de tratar por separado.

Ejemplo 4.1

Dado el problema:

@—Au +ud=f enQx(0,T)

ot
u=go sobre 092 x (0,T)
u(z,0) = up(x) en )

Tomemos:
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Con lo cual hemos descompuesto el operador inicial en dos operadores mas “sencillos”.
El método de Peaceman-Rachford o el #-esquema son métodos que utilizan esta descom-
posicién del operador, aunque de distinta manera. Estos métodos se describen en las

secciones que siguen.

Observacién:
Recordemos algunos esquemas de resolucién de [4.1] y su orden de precisin:
1. Euler explicito (orden 1)
(1) u® = uy

un+1 —un

(2) AL +A(u") =

2. Euler implicito (orden 1)
(1) u® = g

unJrl —ut " "
() At =

3. Crank-Nicolson (implicito, orden 2)
(1) u® =y

un+1 _ un

n+1 n
@ T (e s awn) =

2

o bien la siguiente variante, que sélo realiza una evaluacién de f en cada iteracién

(implicito, de orden 2)

+ 5 (A + A = o2

4.1 Método de Peaceman-Rachford

El método consiste en aplicar el siguiente esquema basado en la separacién de operadores:

] ] ]

w w w
nAt (n+1/2)At (n+ 1)At
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(1) u® =y

Dados n > 0 y u", calculamos u""'/2 y luego u™*! mediante

n+1/2 _ . n

u u

(2) —az t A (W) Ay () = fr2 [4.2]

w12

(3) At/z +A1(un+1/2)+A2(un+l) — fn+1

Obsérvese que (2) aproxima sobre el primer subintervalo de manera explicita para A; e
implicita para A;, mientras que (3) lo hace en el segundo subintervalo de manera explicita

para A; e implicita para A,.

Ejemplo 4.2
Podemos aplicar este método a la ecuacion del calor
%:*AQOZO en Q x (0,7)
¢(x,0) = po(z) en Q [4.3]
=g sobre 09 x [0,T]

En este caso podemos descomponer el operador laplaciano como

92 02
AT o Tad
N——
Aq As

Con lo cual el método queda

(1) 900 = Ugp

+

Dados n > 0 y ¢, calculamos ¢" /2 y luego ¢! mediante

§0n+1/2 o Son B 82<pn+1/2 829077,

2 =
@) At/2 Ox? 0z3

n+1_<p

At/2 92 02

n+1/2 62 n+1 82 n+1/2
¥ ¥ ¥
(3) =

Si Q = (0,1)? y se discretiza usando diferencias finitas, por ejemplo con N nodos inte-
riores por direccién, convertimos (2) y (3) en dos sistemas de ecuaciones cuyas matrices
son tridiagonales e idénticas. Por tanto, el algoritmo se reduce a resolver una serie de
sistemas cuya matriz es siempre la misma y tridiagonal. El esquema resultante es el

método de las direcciones alternadas.
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Si el problema [4.3] se aproxima directamente por el método de diferencias finitas, se
deduce una sucesién de sistemas lineales con la misma matriz, pero de orden N2 x N?2.

El esquema de direcciones alternadas evita tener que resolver sistemas de gran talla.

4.1.1 Estudio de la convergencia y del comportamiento asin-
totico
En el caso trivial supondremos H = RY, f =0, ug y A € My matriz simétrica y definida

positiva. Entonces la solucién exacta de

ou
(B)! Bt +Au=0 en (0,7) 4]
u(0) = wug

viene dada por
u(t) = e g

Sean Ay < Ay < ... < \; < ... < Ay los autovalores de A y {wi}fil base de autovectores

asociados. Entonces
w(t) = e Mg Vi=1,...,N

con uy = (Uo1, Uoz,. .-, uon) ¥y u(t) = (uy(t), us(t),..., un(t))" estdn expresadas con
respecto a la base {w;} ;.
En el método de Peaceman-Rachford descrito en [4.2] tomando f = 0, Ay = aA y

Ay =pFAscona+ =1y 0<a,f <1, también podemos escribir [4.2] como

(1) u’ = uyg
Dados n > 0 y v”, calculamos u™/? y luego u"*!
(2) un+1/2 + aA2tAun+1/2 =" — ﬁAQtAun [45]
(3) i + 6gAun+l _ un+1/2 _ agAun+1/2
2 2

donde (2) y (3) son sistemas de ecuaciones, con matrices I+ a%A y T+ B%A, respec-
tivamente, las cuales, se pueden factorizar utilizando el método de Choleski para los dos
sistemas. Pero tomaremos a = (§ = % para tener asi la misma matriz para ambos sistemas.
Se deduce entonces que

At N\ 71 At At N\ 7! At
n+1 __ _ _ n.
U —(I+4A> <I 4A> (I—{— 4A> <I 4A)u,
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puesto que todas estas matrices conmutan, podemos escribir que
At N2 At 2

Finalmente,

—2n 2n
= (1 + A4tA> (1 _ A4tA) 0 4.6]

SiT > 0 es fijo, con T' = nAt, entonces At — 0 equivale a n — +o0.

Veamos que la sucesién u" que hemos definido es convergente. Si escribimos [4.6] en la
base {w;}¥, tenemos

At 2n

1——N\

wp = | —2—| wo, 1<i<N [4.7]
1+ —N\

+ 4
Si definimos la funcién
T\ 2
1—-— 2
R(z) = — 41 = l—2+—+2°0(1) = e +2°0(1)

tenemos de [4.7] que

wl = (ROGAL) uig = (€74 4 (N A1) 0(1))”%0 =
_ e—AinAt (1 + BAiAt(AiAt)B O(l))nuzo =
= e M (14 (Ar)? O(At))nuio, L<i<N,

luego
ui —ui(T)| = O(|At]?),

es decir, el esquema es de segundo orden.
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4.1.2 Eleccién del At 6ptimo

Queremos encontrar el At,, para el cual la solucién estacionaria u = 0, se alcance lo mas
rapidamente posible. En la figura 4.1 se han representado, para cada i, las curvas |R(At\;)|

>

7]
e
X

At
Figura 4.1
Se deduce entonces que
At
Atopy = min | sup | Ay | =8 = Vo [4.8]
14+ —N\
4
Para este Atop se tiene de [4.7] que
An 1 "
" A
lu” —ul < | 5= lluo—u] [4.9]
Ay
At

Observacién:

Si Any >> Ap el esquema no esta bien adaptado.
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4.2 Descomposicion del operador usando #-esquemas

Seguimos suponiendo H = RY, f =0, uy y A € My n matriz simétrica y definida positiva.

Y queremos resolver el mismo problema

du
(E)! @ + A(u) =0 en (0,7) 4.10]
u(0) = g
cuya solucion exacta es
u(t) = e g
4.2.1 Descripcién del método
La particion del intervalo es ahora
nAt (n+ 0)At (n+1—60)At (n+ 1)At
y
Al = oA y AQ = ﬁA

con

0<a,f<1 y a+ =1
Ademas consideramos ]

96(0,2> v 0 =1-20.

El 6-esquema consiste en
(1) u® = u
Dados n > 0 y u", calculamos u™"!
un+6‘ —um
(2) W + Al (un—l—G) + Ag(u") — fn-l—H
[4.11]

un-i-l—@ _ un-‘r@

B aoagar AT A =

n+1 n+1—0

u —Uu

@) AL

+A1<un+1)_'_A2(un+179> — fnJrl
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4.2.2 Estudio de la estabilidad, convergencia y comportamiento
asintotico
Ahora tenemos que
utl = (T4 afAtA) " (I — BOALA)
(I+ BO'AtA) ™ (I — af AtA)
(I+ afAtA) ™ (I — BOALA) u”
y si hacemos la diagonalizacion de la matriz, tenemos que, respecto de una base de autovec-

tores podemos escribir cada componente como

(1 — BOALN)? (1 — o AtN,)
T (14 aBAEN)? (1 + BOALN,)

uptt = u

n
2

Definimos ahora la funcion
(1—f60z)* (1 — abz)
(14 abz)* (1 + 30'x)

R(z) =

asociada a este esquema, cuya representacién grafica es

1 “““““““““““““““““““““
\\\ //'/
1 | -
BO b’ At
Figura 4.2
Observaciones:
1. Puesto que
, B
Jim [R(z)| = —,

si queremos que el esquema sea estable debemos tomar

f<a
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2. En cuanto a la precisién del esquema, si observamos que

72
e*””:l—x—i—?—ﬁ—:ﬁO(l)

R@):1—x+%;{r+w2—a%@W—49+U}+x“XU

podemos decir que el esquema es en general de orden 1, y de orden 2si a = y/o

2
o1 Y2
2
3. Si afl = B0’ entonces sdlo hay que hacer una descomposicién de Choleski en cada
iteracion.

Por tanto vamos a considerar

2
9:1—\2[ vy ab = 36,
con lo cual
1-—26 3 0 16} 1 <1
o= —- = — _ = —
1—-0° 1-0 Y a2
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Capitulo 5

Método de Descomposicion de
Operadores aplicado a las ecuaciones
de Navier-Stokes

Veamos ahora la aplicacion del esquema de Peaceman-Rachford y del #-esquema a las ecua-
ciones de Navier-Stokes y estudiemos detalladamente como resolver las dificultades que
aparecen.

5.1 Esquema de Peaceman-Rachford

Consideremos el problema de Navier-Stokes (véase la seccién 3.1.2)

?:—i—(ﬁ-V)ﬁ—uAﬁ+Vp:f en Q x (0,7)
V-i=0 en 2 x (0,7) [5.1]
U=g sobre 092 x (0,7)
u(x,0) = do(x) en {)

Por comodidad, notaremos i, f, §y ty como u, f, gy ug.

En este caso el operador a descomponer es
A(u,p) = (u-V)u —vAu + Vp
La descomposicion del operador que hacemos es la siguiente

Ai(u,p) = =5Au + Vp
As(u,p) = —=5Au + (u-V)u
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de tal manera que al aplicar el esquema obtenemos

(1) u’ = Ug

Dados n > 0 y w”. Calculemos u"*'/? y luego u"

(3)

un+1/2 —

vt — un+1/2

1 mediante

_ %Aun+1/2 + vpn+1/2 _ fn+1/2 4 %Aun _ (un . v)un
V- un+1/2 =0
Wt — gn+1/2

s

At/2

At/z o %Aun—i-l 4 (un—H . V)un+1 — fn—H + %Aun+1/2 o vpn+1/2

Observaciones:

1. u™*! no satisface la condicién de incompresibilidad nula, no obstante, si el esquema

converge, es de esperar que V - u"*! sea tan pequefio como lo es At.
2. Podemos cambiar (3) por

unt — un+1/2

_ v n+1 n+1/2 n+l _ n+1 v n+1/2 _ n+1/2
@) ALJZ AU+ (u Vu [T+ 5Au Vp

un+1 n+1

=9
oQ

n+1

obteniendo asi un problema lineal en u™*', pero con la dificultad de tener que

resolver un problema eliptico cuyo operador cambia en cada etapa.

3. En la practica ya no se utiliza este esquema, se utiliza el #-esquema.
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5.2 El f-esquema

La descomposicion del operador viene dada ahora por

Ay (u,p) = —avAu + Vp
As(u,p) = —rAu + (u-V)u

conl<a,f<lya+pg=1.

Si aplicamos el #-esquema [4.11] obtendremos

(1) u® = u,

Dados n > 0 y u™:

Calculamos (u”*e,p””) tal que

un+0 —u”
oy _ O”/AunJrH + vpn+9 — fn+9 + BVAun _ (un . v)un
2) Vurt? =0
un+6’ —_ gn+0

o

Calculamos ahora u"'=% tal que

n+1—-60 _ , n+0

u u

o A n+1—0 n+1—6 n+l-0 _ n+1—0 A n+60 n+0
) (1= 20)At BrAu + (u V)u f + avAu Vp

n+1—6 n+1—60

u =g

o

n+1
7

Calculamos finalmente (u™*1 p"*1) tal que

un-‘rl _ un—i—l—@

A ovAuT V= g Gyt (e
(4) V-outt =0
un+1 — gn—l-l

o0
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Observacién:

Los problemas (2) y (4) coinciden con un problema del tipo

au—vAu +Vp=f en()
(S) V-u=0 en )
u=g sobre 0f2

mientras que (3) es un problema no lineal del tipo

— VA : — 0
(NL) oau—vAu+ (u-V)u =f en
u=g sobre 0f)

Luego dediquémonos al estudio de los problemas (S) y (NL).

5.3 Resolucion del problema de Stokes (S)

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que g = 0. !

au—vAu +Vp=f en
(5) V-u=0 en (2
u=20 sobre 02

con fe€ HY QY a>0, v>0 y QCRY un dominio acotado con 9 suficientemente

regular.

5.3.1 Formulacién variacional de (S)

Consideremos los espacios de funciones Vy y V; definidos por
V():{UED(Q)N‘V'U:O}, V()Z{UEH&(Q)N‘V~U:0},

Vo es un espacio de Hilbert con el producto escalar habitual en HE(Q)Y. Apliquemos la

primera ecuacién (como distribucién) a ¢ € V

(au, ) — v(Au, @) + (Vp,p) = (f,¢)

es decir
alu,p) + v{(Vu, V) — (p,V-p) = (f,¢)

lya que existe G € H'(Q)V tal que G’ =g
a0
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o bien
a/ugpdm + 1// VuVedr = /Qfgpdx Yo eV
Q 9)

Por densidad y continuidad, se deduce la formulacién variacional de (S)

Hallar v € V; tal que
(SV)
a/ﬁugpdas + V/QVquodx = /Qfgpdx Yo e V)

Reciprocamente, si u € V; cumple (SV), entonces gracias al lema de De Rham existe
p € L*(Q) tal que el par (u,p) es solucién de (S). Este resultado puede enunciarse de la

siguiente manera

TEOREMA 5.1
Seanv >0 y a > —\v, donde )\, es el primer autovalor del operador —A : H}(Q)V —
H=Y(Q)". Entonces para cada f € H '(Q)" existe una tinica u € V, solucién de (SV).

Ademdés, existe un tnica p € L3(Q) = Jv € L*(Q vdx = 0 tal que el par (u,p) satis-
0 Q

face el problema (S). La aplicacion
fe HYDY — (u,p) € Vo x LE(Q)
es lineal y continua, esto es, existe una constante C' = C(v, Q) tal que

[ullzy @) + 1Pll2 ) < Cllf 1)

Demostracién: véase Girault-Raviart [6]

5.3.2 Descripciéon de un método iterativo para resolver (S)

Dadas f € H'(Q)N y g € HY/2(0Q)N tal que / gndS = 0. El algoritmo consiste bésica-
Q

mente en primero suponer conocida la presion p™ para calcular v y luego calcular la nueva

p" ! a partir de u™.

Para calcular u necesitaremos resolver un problema de la forma
au—vAu = f—Vp

oa ?

que es un problema de Dirichlet.

Apliquémoslo a la resolucién de (S)
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(1) p°e L}

Dados n > 0 y p”, calculamos u" € H*(Q)V
au —vAut = f—Vp"

o9
Calculamos ahora p"™ € L3(12)
(3) pn+1 — pn _ pv . un’ p > 0
Observacion:

La condicién de incompresibilidad V - u = 0 no aparece explicitamente en el algoritmo,

pero si éste es convergente hacia (u,p), (por (3)) verificard

p=p—pV-u = V-u=0

Estudiemos la convergencia del algoritmo (1)-(3). Para ello se enuncia previamente un

resultado auxiliar cuya demostracién puede consultarse en [6].

LEMA 5.2 (Magens-Stampacchia)
Sea 2 € RY un abierto, acotado y conexo. Entonces, existe una constante C' > 0 tal que

lallo2 < C|[Vall-12
TEOREMA 5.3 5
Supongamos que 0 < p < WV Entonces u™ — w en H*(Q)Y y p" — p en L%(Q), donde
el par (u,p) es solucién de (S).
Demostracion.

Sean u" =u"—u, p" =p" —p.
Entonces u™ es solucion de

Hallar u™ € H}(Q)Y tal que
a/ u".vdr + 1// Vu"Voudr = /ﬁnv-vdx, Vo € Hy ()Y
Q Q Q

y, por otra parte,
prtl=p" —pV-a". [5.2]
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Como p,py € L3(), se tiene p* € L3(Q), Vn >0, pues V- u" € L3(Q); luego también es
pr e L3(Q), Vn>0. Asi, de [5.2], se deduce

"M o2 = 17" 152 — 20 | V- @"p" dzx + p?||V - @[5,
Q

es decir

7o = PR = 20 [ V@ de =gV T, =

—n||2 —nl2 2 —_n2 [53]
= 2p (QHU Ho,z +v||Va Ho,z) —p ||V -u “0,2
Por otro lado, si v € H'(Q) es
2 s N 2 2
19 0li3, < NIVols < = (a [ loPdo+ v [ [Vofds).
’ ‘T Q Q
consecuentemente
N
773~ 172 = 0 (2= 7 ) (o [ 10" Pdo+ v [ |Va ) 5.4
e 2v N )
Por hipdtesis 0 < p < N de donde p (2 — p) > 0, es decir,
v
—nn2 —n+112 N —n|2 —n |2
170 = 17 E = 0 (2= 0= ) (0 | [@Pdo+v [ [Vafda) > 0. [5.5]

Luego [|p"||§, es monStona decreciente y acotada inferiormente por cero. Asi |[p"||§, — 7.

Volviendo otra vez a [5.5], se sigue que
a / @ 2dx + v / IVa|2de — 0, [5.6]
Q Q

es decir, u" — u en H'(Q)"-fuerte.

Veamos ahora la convergencia de p" a cero. Sabemos que
au —vAu" = f — Vp"

y que
au—vAu = f—Vp, en H Q).

Restando las dos ecuaciones
a(u™ —u) — vAu" —u) = =V (p" —p), en H Q)N
y como (u™ —u) — 0 fuerte en H'(), se sigue

a(u” —u) — vA" —u) — 0 fuerte en H1(Q)V,
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con lo cual

V(p" —p) — 0 fuerte en H*(Q)".

Aplicando ahora el lema 5.2, se deduce finalmente

p" —p — 0 fuerte en L(Q).

Observaciones:

1. La convergencia es fuerte en H(Q)N x L3(1).

2. Se tiene la convergencia Vp? € L2(9).

v
3. En la practica generalmente se escoge p = N

4. Se puede tomar p que dependa de n y que sea la eleccion 6ptima en cada etapa.

5.3.3 Resoluciéon de (S) usando el método del gradiente conju-

gado
Queremos resolver el problema de Stokes estacionario

au—vAu +Vp=f en (2
(S) V-u=0 en ()
u=gq sobre 0f)

con f€ H Y QN y g € HY/2(0Q)N tal que /mgndS = 0.

Lo que vamos a hacer es construir un método iterativo sobre p, de tal manera que (S) pueda

formularse como un problema variacional sobre el espacio Lg(2) = { ¢ € L*(Q) ‘ / qgdr = O}.
Q

Definamos el operador
A: L3(Q) — L3(Q)

q — Ag=V -y,

donde wu, es la tnica solucién del problema lineal

aug, —vAu, = —Vq en )
ug, =0 sobre 0}

cuya formulacién variacional es

[5.7]

5.]
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Hallar u, € H}(Q)N tal que

a/ uqv dr + u/ Vu,Vodr = /qV-vdx, Yo € Hy(Q)V.
Q Q Q

Observacion:

Dado que

/Aqd:(;:/V~uq:/ uq.fidy = 0,
Q Q G19)

el operador A realmente aplica LZ(Q) en L3(Q)
Definimos entonces a : L3(Q) x L2(Q) —— R mediante
a(p,q) = /Qqudw = /QV - upq di, vp,q € Ly()

PROPOSICION 5.4
a es bilineal, continua y simétrica sobre L3(Q2) x L(Q), y L(Q)-eliptica.

Demostracion.
1. Bilinealidad. Debido a la linealidad del problema [5.8] y a la definicién de a.

2. Continuidad.
la(p, ¢)| < llallo2llAplloz = llallo2llV - uplloz < Cillgllozlluplliz < Callgllozllpllo.

3. Simetria.
a(p,q) = /Qqudx = /Qv-u,,qu =

puesto que u, es solucién de [5.9] asociada a p tenemos
:a/ Ug Up dx + 1// VugVu, dr =
Q Q
a su vez, u, es solucién de [5.9] asociada a ¢, luego
= /QV +ugpdx = a(q, p)

4. LE(Q)-elipticidad.

Sabemos que
ap.p) = a [ JulPde + v [ [Vu,fda = gl
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Consideremos el problema

(ol —vA)u, = —-Vq en Q
ug =0 sobre 02

Puesto que el operador (al —vA) es un isomorfismo entre HE (Q)Y y H=1(2)V, entonces
3C tal que Huquz > CHVQH%M > O/||CIH(2J,2-
la dltima desigualdad debida al lema 5.2.

COROLARIO 5.5 A es un automorfismo de L3(9).

Volvamos ahora a considerar el sistema (3), del cual sabemos admite una tdnica solucién

(u,p) € HY Q)N x LE(Q). Construyamos algoritmos para aproximar esta solucién.

Sea ug € H' ()" la tinica solucién de

aug — vAug = f en
Ug =g sobre 0f)

Si definimos @ = © — ug tenemos que

0 sobre 0f).

{ ot —vAu=—Vp en ()
u

Por lo que se deduce de la definicién del operador A que
V-u= Ap,

y como V - u = 0, lo que nos queda es la ecuacion

(E) Ap = =V -y

que es la que debemos resolver, pues una vez conocida p es facil calcular u.
Observaciones:

1. El célculo de ug consiste en resolver un problema de Dirichlet para el operador
ol — vA.
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2. Como A : L(Q) — LZ(Q) es un automorfismo, entonces (E) tiene una tnica solu-
cién.
3. La dificultad se encuentra en que no se conoce explicitamente el operador A.
Si hacemos la formulacién veriacional de (E) tenemos
Hallar p € L3(Q)
a(p,q) = —/QV “uggdz, Vqe L(Q)

Para resolver este problema usaremos el algoritmo que se describe a continuacion.

Algoritmo del Gradiente Conjugado

Queremos resolver
Hallar p € L3(9)
/Qquda: = —/QV ‘upqdz, Vg€ LA(Q)

g
4) w’=g"
Dados n > 0, u™, p"™, g" y w"
Vamos a calcular u"*t € HY(Q)N y pntl) gntt wntt € L2(Q):
me Hi(Q)N

n

ax" —vAx" = —Vw

/ " |*dx
_ 9]

6) pn=
/QVX"wnd:L‘

TPt =" = paw”
(8) "t =" — PuX"
9) ¢ =g"—p VX"
S il

lg"(?
11) wn+1 — gn—l—l + ,.ynwn

n=mn+1y volver a (5).
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El algoritmo se detendra si se cumple alguna condicién, que habra de ser introducida. Por

ejemplo, si ||x" |12 es pequena.

5.4 Estudio y Resoluciéon del problema (NL)

Queremos estudiar el problema

au—vAu+ (u-V)u =f en(

(NL) { u=0 sobre 0f2

con fe(H Q) y N <4,

En lugar de estudiar (NL), vamos a considerar el problema modificado que se obtiene al

anadir el término %(V -u)u a la ecuacién diferencial. El problema queda

1
au—l/Au+(u-V)u+§(V-u)u:f en )
u=>0 sobre 0f)

[5.10]

Naturalmente, los problemas [5.10] y (N L) no coinciden, sin embargo, los dos problemas
forman parte de un algoritmo en el que es de esperar que V -u sea pequena. Por consiguiente,

es razonable suponer que la “pequena perturbacién” que supone la adicion del término

1
—(V -u)u en [5.10] tenga una influencia préacticamente despreciable.

demas, al pasar al problema discreto ya no se tiene la propiedad
b(u,v,v) =0, Vu,v € Hy(Q)V.

Lo que haremos sera considerar una nueva

b(u, v, w) = ;(b(u,v,w) - b(u,w,v))

que en continuo tiene las siguientes propiedades:
1. E(U,U,w) = b(u,v,w), Yu,v,w € HY(Q)N, V-u=0.
2. b(u,v,v) =0 .

En la versién discreta de la formulacién variacional aparece el término b(uy, us, v,). Dado

que en general V - u;, # 0, tenemos

b(un, v, w) 5 (0(un, vp, wy) — b(uhawhavh>) =
S (b(up, vn, wy) + b(un, v, wi) + (V- up) Uhvh) =
b

(un, v, wr) + 5 (V - up) upop
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1
Esto sugiere que se anada el término i(v S u)u.

5.4.1 Formulacién variacional (NLV)

Si multiplicamos la ecuacién de [5.10] por funciones v € D(Q)" e integramos en ) tenemos

a/uvdx — V/Auvdx + /(u-V)uvdaj + 1/(V-u)uvdx = (f,v), YoveD)",
Q Q Q 2 Jo
de donde

1 . N
a/ﬂuvdw + I//QVUV’UCZZE + /ﬂ(u-V)uvdm + 5/9(V-u)uvdx = (f,v), YveDQ)".

Por densidad de D(Q)" en Hj(Q)" podemos pasar al limite sin ningun problema en la parte

lineal, y en la parte no lineal podemos aplicar la inyeccién continua H}(Q)Y —— L4(Q)V

por la cual %(V “u)u € Lg(Q)N v (u-V)ue L%(Q)N. Obteniendo asi el problema
Hallar v € H}(Q) tal que
(NLV) a/slzuvd:n - l//ﬂv-uv-vdaj + /Q(U-V)uvdx +
+ 2 o(V-wuvde = (f,v), Yo € H ().

PROPOSICION 5.6
El problema (NLV) admite al menos una solucion.

Demostracion

Vamos a aplicar una técnica de punto fijo usando el teorema de Schauder.

1. Construyamos una aplicacion

T: H(Q) — Hi(Q) 5.11)
w o u=u(w)=T(w) '

donde u es solucién del problema

Hallar u € H}(Q)V tal que
(P)., oz/uvdx + V/ VuVvdr + /(w-V)uvdm+
Q 0 0

+ ;/Q(V-w)uvdx = (f,v), Vo € Hy ()Y
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es decir, fijado w € HE(Q)", lo que tenemos es un problema de la forma
Hallar u € H}(Q)V tal que
(P { aw(u,v) = (f,v), Yve H} QN
Podemos aplicar el teorema de Lax-Milgram, pues a,, es
(a) bilineal (evidente).
(b) continua sobre H}(Q)N x HI(Q)Y, pues la parte a/qu dr + V/QVUVU dz es

continua, y
)/(w Vuwv dz| = iv:/w-auv-dx <
Q B =17 TOx; -
4 du 2 4
dado que w; € L*(2), £ € L (Q) y v; € L*(Q),
J

N
< Ol (Z /Q|wjvz'\2d1‘) < C'ul|rzllwlloallvlos <

i,j=1

como H} () — L),
< C"Jwlloallull1zllv]12-

Ademas podemos acotar

/Q(V~w)uvdx

< Cllwlliellulloallvllos < Clwllizllulliz|lv]ie.

Luego a,(+,-) es continua sobre H}(Q)N x HL(Q)N.

(¢) aw(:,-) es HY(Q)N-eliptica. En efecto,

1
o(0,0) = 24 / 24 / - d 7/ - d
ay (v, 0) a/Q|v| r + v Q|VU| r + Q(w Vivvdr + 5 Q(V w)v v dz

= ||U||1,2

Veamos que

1 _ 1(O\N
/Q(w~V)vvdm + i/Q(V-w)vvdx—O, Yw,v € Hy(Q2) [5.12]

Vamos a demostrarlo en D(Q)" por densidad y continuidad pasaremos a HJ ()",

Asi, si w,v € D(Q)Y tenemos

ov; 1 ov;
/Q(w.V)vvdx—/in:zj:wjaxjvidx—2/inzzj:wjax'dx_

J
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__1 ]
= Q/QZ;;UZ 9z, dz.

Por tanto,
1 9 ow; .1 9
/Q(w Vivvdr = 2/9 EZ v; Ej o, dx = 5 Q(V w)|v|* da.

Hemos probado asf [5.12] y, por consiguiente, que a,(-,-) es Hg ()" -eliptica.

En definitiva, podemos usar el teorema de Lax-Milgram, que nos asegura la existencia

y unicidad de solucién de (P),, y, en consecuancia, T estd bien definida.

2. Veamos ahora que T envia Hg ()" al interior de una bola cerrada de H(Q)V. Pues,

si T(w) = u, entonces
C'lluolliz < awlu,u) = (f,w) < |[flllulloz < Cllfllllulle,

con lo cual
fullie < C"Ifll.,  VYw e Hy(Q)N

3. Veamos por ultimo que T' es compacto.
Hay que probar que V(w,) C H}(Q)Y tal que w,, — w débil en H} ()Y se tiene que
T(w,) = u, — T(w) = u* fuerte en H}(Q)V.
Sabemos que [|ugl| < C| ]l y, por tanto, que

I(um) C (uy,) tal que  u, — u* en HI(Q)N-débil.

Por comodidad seguiremos notando (u,,) como (u,). Donde cada u, es la solucién del

problema
Hallar u,, € H}(Q)Y tal que
(P)y a/unvdx + V/VunVde + /(wn-V)unvdx+
Q Q Q

+ ;/Q(V-wn)unvdx = (f,v) Vv € Hy(Q)N

para cada w,. Como u, — u* en H}(Q)N-débil, y dado que H}(Q)YN — LY Q)" con

continuidad, podemos deducir que u,, — u* en L*(Q)V-débil. Asi,

a/ uvdr + I// Vu,Vvdr — a/ wvdr + l// Vu* Vo dz. [5.13]
Q Q Q Q
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Por otra parte,

al aunz
/Q(wn-V)unvdx = Y /anjaxjvidx. [5.14]

3,j=1

Sea ahora v; € D(§2). Sabemos que

wy,; — wj en L*(Q)-fuerte, [5.15]
Oy, ou;
L — — en L*(Q)-débil 5.16
S — G en 12(@)-dcbi 516
luego
Wy v; — w;v; en L?(Q)-fuerte. [5.17]
De [5.16] y [5.17] se tiene que
/Q(wn NVu,vdr — /Q(w -V)u*vdx. [5.18]
De igual modo se llega a
1 1 )
i/Q(V-wn)unvdx — i/Q(Vw)u vdx [5.19]

Podemos deducir de [5.13], [5.18] y [5.19] que u* es la solucién del problema
Hallar v* € H}(Q)Y tal que
a/ﬂu*vdm + V/QVU*Vvdx + /Q(w-V)u*vdm +
+;/Q(V-w)u*vd:£ = (f,v) v e D(Q)Y,
es decir, u* = T'(w) = u.

Hemos llegado a que toda (u,,), subsucesién de (u,), tiene el mismo punto de acumu-
lacién u. Por consiguiente, toda la sucesion converge a u en Hj(€)N-débil.

Probemos por ultimo que u, — u en H}(Q)V-fuerte. Para ello sélo falta demostrar
la convergencia de las normas, es decir, que ||uy|l12 — ||ul|1.2-

Sin més que tomar v = u,, en (P,), se tiene
o [Julde + v [ [Fu de 0 = (fu),
Q Q

y como (f,u,) — (f,u), se sigue que u,, — u en H}(2)N-fuerte.

Esto concluye la demostracién de que T' es compacto.
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Podemos concluir que 7" : B +—— B, con B = {v e Hy(DN | [Jv]h2 < C’"HfH*} que es una
bola cerrada. Aplicando ahora el teorema de Schauder, se tiene que 1" admite al menos un
punto fijo en B C H} ()Y, dicho punto fijo es solucién de (NLV).

O

5.4.2 Resolucion por minimos cuadrados y gradiente conjugado

1
Recordemos que por razones puramente tedricas se introdujo el término —u(V - u), pero
la practica nos demuestra que desde el punto de vista nimerico carece de influencia. Por

consiguiente, el problema que vamos a aproximar vuelve a ser

(NI) au—vAu+ (u-V)u =f en
u=g sobre 0f)

Minimos cuadrados

Vamos a formular (NL) como un problema de minimos cuadrados. Para ello, definamos
primero

V, = {UEHI(Q)N v = g sobre 89}.

Obsérvese que para g € HY2(99) se tiene V, # Q.
A cada v € Vj le podemos asociar z solucién de

[5.20]

az—vAz = av—vAv+ (v-V)v—f en
z2=0 sobre 0}

Notese que
z=0 <= v essolucién de (NL).

La idea entonces es encontrar una z que sea nula, o en todo caso, que sea lo mas pequena

posible en H}(Q)N. Planteamos entonces el siguiente problema de control éptimo

(M) Hallar v € V, tal que
J(u) < J(v), YvelV,.

con J(v) = %/ |2|* d + g/ |Vz|? dz, donde z es la solucién de [5.20] asociada a v.
Q Q
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Algoritmo del gradiente conjugado

Apliquemos el algoritmo del gradiente conjugado para aproximar la solucién del problema

de minimos (M).
INICIO
(1) Elegir up € V.
Hallar dy € H} ()Y tal que
2
2) a/ dov dx+y/ VdoVode = (J'(ug),v) Vo€ HY(QN
0 "
(3) Wy = dg

DESCENSO Dados n > 0y u,, d,, wy, 2z, :
Hallar p, € RT tal que
(4 J(un, — ppwy) = inf J(u, — pw,)
p>0

(AG) (5)  Upy1 = Uy — ppwy y después calculamos z,41.

NUEVA DIRECCION DE DESCENSO

©) { Hallar d,, ., € H(Q)" tal que
6

a/anHv dx—i-V/QVdm_le dr = (J'(ups1),v) Vo€ HHQ)N

a /Q i (dpiy — ) di + v /Q Vdy 1V (dnsr — dy) da
N a/ |dn\2dx+u/ IV, |? da
Q Q

&) M

(9) Wp41 = dnJrl + YnWn

Volver a la etapa (4), con n + 1 en lugar de n.
Observaciones:
1. En el contexto de los problemas de evolucién se elegird ug como el campo de veloci-

dades obtenido en la reolucién del problema de Stokes.

2. Veremos en el siguiente apartado, que la etapa (4) consiste en calcular un minimo

de un polinomio de tercer grado.

3. Podemos utilizar distintos criterios de parada:
19l

||90||

e Parar si ||g,|| < €, o bien <E€.

J(u

()| _
|J(U0)|

Esta ultima es mas exigente.

e Parar si
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Caélculo de J'(v) y pn,

Empecemos por ver detalladamente el calculo de J'(v).

Sabemos que J(v) = %/Q |2|? dx + g /Q |Vz|? dz, donde z es la solucién de [5.20] asociada,

v. Vamos a calcular

, L J A tw) = J(v)
() = fy =IO

Q v o v
con J(v+tw) = E/Q|zv+tw]2 dx + 5/9]Vzv+tw]2 dey J(v) = 5/9’2”’2 dx + §/§2]Vzv|2d:c,
donde z,4, es la solucién de [5.20] para v = v + tw. De manera que

1 1
J(U + tw) = §HZU+th2 = §<@2v+tw - VAZv-l—tw; Zv+tw> ==
1
—(a(v+tw) — vA(v +tw) + (v +tw) - V)(v + tw) — f, 2p11w) =

2
= 5(a(v+tw) = vA(v +tw) + (v- V)o+t[(w - V)o+ (v Vw] + 2w V)w = £, zp40)-

De forma anéloga se tiene

1 1 1
J(v) = §||zv||2 = 5(04% —VAzy, 2,) = §<ow —vA@W+tw)+ (v- Vv —f,2,).

Asi
(J'(v),w) = %im — [oz/gv(zwm — z,)dxr + V/QV(Zv—l-tw — z,)Vodr +
+ /Q(v V) (2ot — 20) dx — /Qf (Zystw — 2v) dx+
+ t/Q[ozw — VAW + t(w - V)w]zy 0 dr+

+ t/Q [(v-V)w+ (w - V)] 2yp10 dz

[5.21]

De [5.20] tenemos

Zpitw — VAZprpw = a(v+tw) —vA(v+tw) + (v +tw) - V)(v+tw) — f =
= (v —vAv) +tlaw — vAw) + (v- V) +t[(v- V)w + (w- V)] +
+ (w-V)w— f

az, — vAz, = (av — vAv) + (v- V)v — f. [5.22]
Restando [5.22] y [5.22], resulta

A (Zottw — 20) — VA(Zpgw — 20) = tlaw — vAW) +t[(v- V)w + (w - V)v] + t*(w - V)w.
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Sin mas que tomar limite obtenemos
1 |21 — 2l 5 = 0. 5.23]

Para calcular el limite de [5.21] vamos a agrupar algunos sumandos y haremos los célculos
de cada parte por separado.

e Veamos primero

lim — [a/ V(Zyptw — 2p) dx + 1// V(zyitw — 20)Vodar +
Q 0 [5.24]
+ /Q(v V)0 (Zpstw — 20) dx — /Qf (Zostw — 20) dx| .

Obsérvese que

(zy — VAZy, Zytrw — 2o) = (@2 — VAZy, Zyipw) — (2 — VAZy, 2,) =
= a/ 2y 2yt AT + 1// V2, Vzprp dr — {(az, — VAZy, 2,) =
Q Q

= (QZyttw — VAZyitw, 20) — (Qzy — VAZy, 2,) =

aplicando ahora que z, y 2,44, son soluciones de [5.20] asociadas respectivamente a v y a
v + tw, tenemos

= (a(v + tw) — vA(v + tw) + ((v + tw) - V) (v + tw) — f, z,) —
—(av —vAv+ (v-V)v— f,2,) =

si desarrollamos obtenemos
a/ UZUdI—I—I// VoVz,dx +t [a/ wzvdx—i—y/ Vszvdx] +/(U-V)wzydx+
Q Q Q Q Q
+t/ (w - V)v+ (v-V)w] zvd:v+t2/(w -V)w z, dx —/ fzpdx —
Q Q Q
—a/ vz, dr — 1// VoVz, dx —/(v . V)wzvdx—i—/ fzpdr =
Q Q Q Q

simplificando
=t |:OZ/QwZUd£C+I//QV1UVZUd$:| +t/Q (w-V)v+ (v-V)w] zvd:v+t2/9(w -V)w z, dx.
Luego [5.24] es igual a

lim * {a/ wzydr + 1// VwV z,dz + / [(w-V)v+ (v-V)w] z,dx + t/ (w-V)w zvdz} =
t—0 2t Q Q Q &

= ; {oc/ﬂwzv dx +v /Q VwVz, + /Q [(w-V)v+ (v-V)w] z, dl} : [5.25]
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e Veamos qué ocurre con el resto de los sumandos de [5.21]

.1 _
%LI% 5 {/Q l[aw — vAw + t(w - V)w| 2yt dz + /Q (v V)w + (w - V)] Zpttw dx} =

aplicando [5.23], llegamos a

= ; [a/ngv dr + V/QVszU + /Q [(w-V)v+ (v V)w]z,dx| . [5.26]
De [5.25] y [5.26] obtenemos
(J'(v),w) = a/ngv dx + I//Q VwVz, + /Q (w-V)v+ (v V)w| 2, dx [5.27]

Observacién:

Nétese que (6), del algoritmo del gradiente conjugado que hemos descrito antes, pasa a

ser

Hallar d,,1 € HE(Q)Y tal que

(6) a/ﬂdnﬂvdw—l—u/gv~dn+1v-vda: :a/ﬂvznﬂ dx—l—u/QVszana:—l—

—i—/ (v V)tuns1 + (Unt1 - V)] zp1 dz, Vo € Hy(Q)N
Q

donde z,1 es solucién de
{ Hallar 2,41 € H ()Y tal que
Qzpt1 —VAZpt1 = Qupyr — VAUt + (Ung1 - VU1 — f

Pero vamos a ver en el siguiente apartado una forma mas secilla de calcular 2z, 1.

Calculo de p,, d,11 Y Ups1

Supongamos conocidos w,,, z,, d, y u,. Para calcular p, tenemos que resolver el problema

Hallar p, € RT tal que
{ [5.28]

J (U, — ppwy) = ,£r>1£ J(un, — pwy)

Notemos u, = u, — pw,. Entonces J(u,) = %/ |2,? dz + g/ |V2,|* dz, donde z, es la
Q Q

solucion de

Hallar z, € Hj(Q)" tal que
az, —vAz, = au, —vAu, + (u, - V)u, — f
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Sustituyendo u, por u, — pw, y agrupando tenemos
Hallar z, € Hj(Q)" tal que
az, —vAz, = {Ozun — vAu, + (uy - V)u, — f} —
—p{awn — vAw, + (w, - V)u, + (uy, - V)wn} +
+p? [(wn - V)wn}

Dada la linealidad del problema para z,, tenemos que z, = zy — 21p + 29p%, donde zg, 21 y

zo son soluciones de

Hallar z, € Hg ()" tal que [5.29]
azg — vAzZy = ou, — vAu, + (un ) V)Un —f .
Hallar 2z, € Hy(Q)V tal que 5.30]
az — vAz = aw, — vAw, + (wn ' V)Un + (u" ’ V)w" .
Hallar z, € Hg(Q)" tal que [5.31]
azy —VvAzy = (wy - V)wy |

respectivamente.

Observacioén:

Noétese que z, es conocido y es la solucién de [5.29], luego no habria que calcular zy y

sélo tendriamos que tomar zy = z,. Quedarfan por resolver [5.30] y [5.31].

Para calcular p, tendremos que minimizar el funcional J(u,) respecto a la variable p.

Como z, = z, — z1p + 220, entonces
p )

2
‘da::

o 2 v
J(up) = g/ﬂlzn — 21p+ 20| dw+§/ﬂ\v(zn — z1p + 22p°)
a 2 v 2
= [2/Q|zn| d:zc—|—§/Q]Vzn\ dx} — p{a/ﬂzlzndx+y/QVz1Vzndx} +
+ p? {a/ |z1|2dx+z/ |Vzl|2dx+oz/ zzznderl// VZgVanx] —
2 Ja 2 Ja Q Q
—p {a/ zlzgdx+u/ Vzlv,szx] + pt {a/ |ZQ|2dI'+Z/ |Vzg|2dx} =
Q Q 2 Jo 2 Ja
= 20— Zip+ Zop’ — Z3p° + Zup’

Luego, conocidos z; y 2z se pueden calcular los Z;, i € {1,2,3,4}, (2, sélo depende de z,

que es conocida). Por consiguiente, resolver [5.28] se reduce a minimizar en R un polinomio
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de 42 grado.

Queremos minimizar
J(p) = Zo— Zip+ Zop” — Z3p® + Zap'

Para encontrar un p, tal que j'(p,) = 0, podemos usar un método de Newton

(1) =0
J'(p")
@) =g
3" (p")
Si escribimos explicitamente las derivadas y operamos obtenemos el algoritmo
1) p=0
(2) pn+1 _ pn _ _Zl —+ 222pn — 323<pn)2 + 4Z4(pn)3

Observaciones:

1. Dado que j(p) es un polinomio de 42 grado, tenemos asegurada la existencia pero no
la unicidad de solucién. En la practica, usando el método del gradiente conjugado,
el dato inicial ug estd en la “vecindad” de la solucién y por consiguiente p° estd en

la “vecindad” de p,.

2. znt1 = zn — 21(pn) + 22(pn)2~

Finalmente el algoritmo que resulta es
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INICIO
(1)  Elegir uy € V.
Hallar z, € H3(Q)V.
(2.1) a/ zovdx—i—y/ VzoVuder = a/ uovdx—f—u/ VuoVodr+
Q Q Q Q
—1—/@(u0 - Vugudz — /vadq: Yo € Hy(Q)N
Hallar dy € H} ()Y tal que
(2.2) a/ dovdm—i—y/ V- -doV -vdx = a/ vzoda:+u/ VoV zodr+
Q Q Q Q
—l—/Q (v V)ug + (ug - VIv|zodz, Vv € HI(Q)N

(3)  wo=dy
DESCENSO Dados n > 0y uy,, dp, wy, 2, :
Hallar z; € H}(Q)" tal que
i1 azy —vAz = aw, — vAw, + (w, - V)u, + (u, - V)w,
1) Hallar zo € HE(Q)Y tal que
azy —VvAzy = (wy - V)w,

Zy = %/Q|Zn|2dl'—|— 12//9|Vzn|2dx} Z = [a/ﬁzlzndz—f—y/gv,zlv,zndx]

(4.2) Z, = g/ |21|*dx + Z/ ]Vzl\de—l—a/ ZandQJ—i-I// V2, Vz,dz
2 Ja 2 Ja Q N Q 5

Zs = a/gzlzgda:+1//QV21Vsza:} Zy = [Q/Q\ZQPCZJHL §/§2]V22|2dx

Hallar p, € RT limite de la sucesién

3 @ =0

2) ptt=p"—

(5) Up+1 = Up — PpWnp
Zpn+l = Zp — 21 (pn) + ZZ(pn)2

NUEVA DIRECCION DE DESCENSO
Hallar d,, ., € H}(Q)" tal que

(6) /dnﬂvdx—i-l// V.-d,1V-vdr —a/sznH dx+u/ VoVz,1de+
+ / Vi1 + (tnps - V)0lznss dz, Vo € HY Q)N
(IJQCLH4(dn+1-dn dx-+1//;Y7dn+1V%dn+1—-dn)dm
aLkM%m+VAJV%PM

(9) Wnt1 = dnJrl + YnWn,
Volver a la etapa (4.1), con n + 1 en lugar de n.

—Z) 4+ 2Z5p" — 3Z3(p")% + 4Z4(p")?
222 - Gngn + 1224(pn)2

(8) Tn =
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5.5 Observaciones finales

1. Nétese que, tanto en los algoritmos que hemos visto para los problemas del tipo (.5),
como para los del tipo (N L), los sistemas que hay que resolver tienen todos la misma
matriz. De manera que podemos calcularla y factorizarla al principio del algoritmo.

2. Se conoce un resultado debido a M. Marin (véase [8]) en el que se demuestra que, para

1
0= 7 el f-esugema es (al menos) condicionalmente estable.
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