FUNCIONES DEFINIDAS A TROZOS PROFESOR: RAFAEL NUNEZ NOGALES

Concepto de funcién definida a trozos

Una funcion definida a trozos o por intervalos es aquella cuya formula esta formada por dos o mas

expresiones, cada una definida en un intervalo diferente.
x—3,5ix<4

X es una funcion definida en dos intervalos:
—x,Silx = 4

Por ejemplo, f(x) = {

En el intervalo (-, 4) la grafica es la semirrecta abierta y = x - 3 de extremo A(4, 1)

En el intervalo [ 4, o) la grafica es la semirrecta cerrada y = -x de extremo B(4, - 4)

Y

/ X

X -

<
I

Actividades resueltas
1) Calcula el dominio de definicién de las siguientes funciones:

Xx—=5

5 , 81 x<0
X
a) f(x) =17,
X +2x
,s1x>0
X_
Resolucién
- : 1
no se puede calcular cuando 2x -1 =0, o sea st x ==. Pero como esta
2x-1 2
expresion se define para x <0 siempre se podra calcular para estos valores
2
X< +2X ,
> no se puede calcular cuando x—2=0, o sea st x = 2.
X —

Por tanto, D(f) =R - {2}

3x—1
b) g(x) = {2x-1

X2—4, six>-—1

, sl x<—1

Resolucién

2x—1
para x < —1 siempre se podré calcular para este valor. Por otra parte, A g(-1) = D(g) =R -{-1}

. 1 ., .
no se puede calcular cuando 2x-1=0, o sea si x = 5" Pero como esta expresion se define
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2) Dibuja la grafica de las siguientes funciones:
S5—-x,six<=-2

a) f(x) = 1-x%,si-2<x<2
5,six>2

Resoluci(’)n

sAY

, six<l1

2
X

b) f(x) =
X2 —4x+5,six>1
Resolucién

2
Primer trozo: f(x) = —, para x < 1, intervalo (-0, 1]. Es un trozo de hipérbola.
X

Se hace una tabla de valores tomando el extremo del intervalo (el 1) y algunos valores mas del intervalo,
o0 sea, valores menores que 1

x<1 1 -1 = -2
B 2
2 2 2 y=—2 -4 2
X 1 -1 5 -2

%///% punitgcflilrllia(lilodgilt;c)tzrc:) ;1(()3 gi}p}i;béorf; l(al, 2) punto (-1,-2) | punto (2,4) | punto (-2,-1)
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22 trozo: f(x) = x2 - 4x + 5, para x > 1, intervalo (1, ). Es un trozo de parébola.
i . b 4
- Calculamos el vértice de la pardbola V(x,,y,): X, = e 31 2, Yy, = 22-42+5=4-8+5=1
a 2.
El vértice es V(2, 1)
Si x, no estuviese en el intervalo (1, o) entonces el vértice no perteneceria al trozo de parabola que

tenemos que dibujar y no habria que representarlo.

- Se hace una tabla de valores tomando x, el extremo del intervalo (el 1) y algin otro punto a la dcha

dex,.
x>1 2 1 3
y=x*-4x+5 1 y=12-4145=2 y=32-434+5=2
| V(2,1) punto inicial del trozo de parabola: (1, 2) punto (3, 2)
excluido del trozo de parabola

- Pagina 3 -



FUNCIONES DEFINIDAS A TROZOS PROFESOR: RAFAEL NUNEZ NOGALES

1,six<0
o) f(x)= x> +1,si0<x<4

x2—8x+17,six24

Resolucién

d) f(x) = 2X——, six<4

2Xx—8,six>4

Resolucién

_________ e g

V(2, 2)
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e) f(x) = X2—4, si—3<x<3
6—2x, six=3

Resolucién
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—Xx—8,stx<-3
) f(x)={4—-x%,si-3<x<2
5,st Xx>2

o
@
N (7]
§=h
=
Q
o
=1

‘\

[

N W

Y=
‘-’ = ~ A
1
=1
®)
=4
]
=)
-4
U =)
-5,six<-4
g) f(x)=<x2+4x,si —4<x<1
3-2x, st x>1
Resolucién
I\4
6
5
4
3
2
1 c\
9 8 -7 6 5 % 3 2 10 1\2 3 4 5 6 7
2
-3
V
-4
? -5
-6
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h) f(x) =<x* —2x-3,si-1<x<4

6-X,st4<x<7

Resolucién
x | | 3|

- Parax < -1 — rama de la hipérbola y = — -3 -3 -3

x | -1 -3
- Para-1 < x < 4 — trozo de parabola
Vértice: x = 2 =2 1 y =f1)=12-21-3=1-2-3=-4=V(, -4)

v 2a 21 v
X | -1 | 4

y=x*-2x-3| (-1 -2(-1)-3=1+2-3=0 |47 -24-3=16-8-3=5

x |4 1 7 |
y=6-x|6-4=2{6-7=-1|

-Para4 < x <7 — semirrecta y =6 —X

-5 -4 -3 -2
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1, six<-4

i) f(x)=4—x*-2x+3,si—4<x<0

z, six>0
X
Resolucién
- Para x < - 4 — semirrecta horizontal y = 1
- Para -4 < x < 0 — trozo de parabola
Lo —b 2 2

Vértice: x =—=————=-1; =f(-1)=—(-1)*-2.(-1)+3=-1+2+3=4=V(-1, 4

VT2 200 y, =t=1)=-(1) (-1) ( )
X | -4 | 0

y=—x-2x+3 | (-4 ~2(-4)+3=-16+8+3=-5 | -0 -2.0+3=3

X 1 2 1
5 2
- Para x > 0 — rama de la hipérbola y = — 2|2 2 2
X y=—|==2|==1|—=4
x |1 2 1
2
1o
9
8
7
6
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D fx)=41-x%si-2<x<3

x° —8x+15, si x> 3

Resoluci(’)n
4|
. —X
-Parax < -2 — semirrecta y =—-1 :__1‘ 1o O‘ —(-4) 1 1‘
- Para -2 < x < 3 — trozo de parabola
Vértice: x = 2-—2 __¢ . y =f(0)=1-02=1-0=1=V(0,1)
v 2a 2(-1) v
X | -2 | 3

=1-x*|1-(-2%=1-4=-3|1-3?=1-9=-8
y

- Parax > 3 — trozo de parabola

Vértice: x :_—b:L:O; y :f(O):l—02:1—0:1:>V(O,1)
v 2a 2.(-1) v
X | 3 | 5

y =x? —8x+15 \ 32-83+15=9-24+15=0 \52—8.5+15=25—40+15=0

Vértice: x =_—b=i=4; y —f(4)=4°-84+15=16-32+15=-1=V(4, 1)
v 2a 21 v

I\4 “
5

=T -6 =5 =4 =3 =2 1 0 1 2 4 6 7 8

=

-2

-3

=5

=7 "

-8
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k) f(x)=<x*-2x-3,si-1<x<4

6-Xx,st4<x<7

Resolucién
x | -t ] -3 |

- Parax < -1 — rama de la hipérbola y = — -3 -3 -3

x | -1 -3
- Para -1 < x <4 — trozo de parabola
Vértice: x =_—b:i=1 py =f1)=12-21-3=1-2-3=-4=V(1, - 4)

v 2a 21 v
X | -1 | 4

y=x%-2x-3 \ (-1)* -2.(-1)-3=1+2-3=0 \ 4> -24-3-16-8-3=5

-Para4 <x <7 — semirrecta y =6 —X

-5 -4 -3 -2
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—,s81x<0
Dfe) =%
——,81x20
X
ky
1
05
0 ¥
-3.5 -3 -2.5 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3 35

—4x-3,s1x<-1

m) f(x) ={2x> = 1,si—-1<x<1

1 .
—,s1x2>1
X
Resolucién
(1, 1)
. six=>1
Y=~
(2, 0.5) &
.S
1 1.8 2 25 3 35 4 45
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2%, six<0
n) f(x)=<log x, st 0 <x<10
—x+11, st x> 10

Resolucién

™

2%, st x<-1
i) f(x) = X% +3,si —1<x<?2
X—=3,six>2

Resolucién

iy

3.5
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2x+3, six<-1
o) f(x) = x> +2,si-1<x<1
Inx, six>1

_Resolucién

3) En un centro de entrenamiento de deportistas de alta competicion han determinado que el
rendimiento de uno de ellos (en %) en funcidén del tiempo (en minutos) de esfuerzo muscular viene dado
por la expresion:

—tt-20), si0O<t<15
ft)=475, si 15<t<30

100—%t, si 30<t<120

a) Representa graficamente la funcidn y estudia continuidad, monotonia y extremos.
Resolucion

100Eendimiento (%)

90
80
70
60
50
40
30
20
10

tiempo (mi
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140

continua ; creciente en (0, 10), constante en (10, 30) y decreciente en (30, 120); el maximo relativo y
absoluto es (5, 100); no tiene minimo relativo; los minimos absolutos son (0, 0) y (120, 0)
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b) ;En qué momento alcanza el deportista su maximo rendimiento?
Resolucién
Alos 5 minutos

c) Calcula el rendimiento del deportista en los siguientes tiempos: 12 min, 15 min, 20 min, 42 min
Resolucién
t=12=-12(12-20)=96% ;t=15=75% ; t=20=75% ; t=42= 100—%.42=65%
d) ;En qué momentos el rendimiento es del 51%?
Resolucién
-t(t-20)=51=-t2+20t-51=0=t=3,t= 17 (no valido) ; 100—%t =51= t=58,8

Luego, la respuesta es a los 3 min y a los 58,8 min (58 min 48 seg)

4) El estudio de la rentabilidad de una empresa revela que una inversion de x millones de euros produce

2
X—+8—X—§ , sSt0<x<5
una ganancia de f(x) = 550 25 5 de millones de euros,
— ,six>5
2X

a) Representa la funcion f(x)
Resolucién

o s‘Y (millones de ptas)

(5;0,5)

0.6

0.4

0.2

X (millones de pt

10 1 12 13 14 15 16 17 18

b) Halla la inversién que produce maxima ganancia
Resolucién
Corresponde al maximo de la funcién, 5 millones de euros

c) Halla el valor de la inversion que produce ganancia nula.
Resolucién
Corresponde al punto de corte con el eje X, 4 millones de euros
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5) El beneficio obtenido por una empresa, en miles de euros, viene dado por la funcion

5x° +40x—60, si0<x<6

f(x) =1 5x _ donde x representa el gasto en publicidad, en miles de €.
?—15, st6<x<10

a) Representa la funcién f.
Resolucién

25AY (miles de €)
....—20
15 : : : \ : : :

X (miles de §)
1.0 1.1 12

b) Calcula el gasto en publicidad a partir del cual la empresa no tiene pérdidas.
Resolucién
A partir de 2000 € hasta 10000 €

c) ;Para qué gastos en publicidad se producen beneficios nulos?
Resolucién
Para 2000 € y 6000 €

d) Calcula el gasto en publicidad que produce maximo beneficio. ;Cual es ese beneficio maximo?
Resolucién
4000 € con un beneficio de 20000€
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6) En el afio 2000, el estudio de la rentabilidad de una empresa revela que una inversion de x millones de

si 0< x<5

si x>5

B 5
T

parax>5

Y

X 8 8
pesetas produce una ganancia de f(x) millones de pts, siendo: f(x) = 50 255 S
2x
a) Representa la funcion f(x)
Resolucién
AY (rentabilidad, millones de ptas)
(5,0.5)
05
0 1 2 7 8
w gt 88
Y50 25 5
para0 <x <5

Su vértice es V(-8 ; -2,88)
no incluido en el trozo de
parabola que se dibuja

X (inversion, millones de ptas)_
G 10

b) Halla la inversién que produce maxima ganancia Resolucién 5 millones de ptas

c) Halla la inversién que produce ganancia nula Resolucién 4 millones de ptas

Funcién valor absoluto
X,six=0

Es la funcion cuya formulaes y=| x | = { _
-x,six<0

4
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Valor absoluto de una funcién

f(x) si f(x)>0 .
—f(x) si f(x)<0

Por tanto, la funcién |f| siempre se podra expresar como una funcién definida a trozos.

El valor absoluto de una funcidn, |f|, se define asf: | f | (x) = |f(x)| = {

La grafica de la funcién |f| se puede obtener a partir de la grafica de f “doblando” hacia arriba la parte de

grafica que haya por debajo del eje X.

Ejemplos

Actividades resueltas

1) Expresa como una funcién definida a trozos:

a) f(x) = |x - 3|
Resolucién
3
X—3,six>3
Comox-3=0x=3= x-3 - 0] + =>fx)=x-3]= '
—X+3,stx<3
fx) = x=3||-x+3|0[{x-3
b) f(x) = |x2 - 5x + 4.
Resolucién
1 4
=1
Como x? —5x+4 =0 <> 4:> X% —5x + 4 + 0 - 0 +
X =
f(x) =| x* =5x + 4 |[x> =5x + 4 |0|—x2 +5x — 4|0 |x? —5x + 4

X2 —5x+4,six<1é6x>4

2

f(x) =| x2 —5x+ 4 |=
—X“+5x—-4,sil<x<4
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o f(x)=|x+ 1|+ |x-1]

Resolucién
Comox+1=0cx=-1; x-1=0«<x=1
-1 1
x+1 - 0 + + +
x—1 - - - 0 +
f)=|x+1]|+|x-1]|x-1+(x+1)=-2x|0 |x+1+(—x+1)=2|0|x+1+x—-1=2x

—-2X, st x < -1
f(x)=|x+1|+|x-1|]=42,si-1<x<1
2%, six>1

d) f(x) =./3+|x| para x [-3, 3]
Resolucién
-3<x<0|0<x<3 J3=-x,si-3<x<0
= f(x) =3+ x| =
f0)=y3+]x| | B-x | B+x Bix,si0<x<3

—x2—2x, six<-1
e)f(x)=41,si—-1<x<1
|x=2] six>1

Resolucién
_2_ 1 _
1 2 1X' 21X,SLX< 1
—1<x<
Comox—2=0ox=2= x-2 — 0] + =>fx)= . St <x<1

—X+2,sil<x<?2

|x=2]| |[-x+2]|0|x—-2 )
X—2,SLx=2
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2) Dibuja la grafica de las siguientes funciones

a) f(x) = |2x + 4|

Resolucién
-2
-2X—4,si x< -2
Como2x+4=0x=-2= 2x+4 - 0| + [=f(x)= .
2X+4,slx>-2
|2x+4||-2x-4|0 |2x+ 4

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 }

b) f(x) = |-x% + 2x + 15|
Resolucién

X2+ 2x+15=0x=-3, x=5= —x% +2x+15 - 0 + 0 -

f(x) x2—2x-15| [-x® +2x+15[0[x* —=2x-15

x2 —2x-15six<-3 6 x>5
f(x) =

—x2+2x+15, st—3<x<5

18‘Y

16

1 2 3 4 5 6 7
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) f(x) = |x + 2| + |x - 3|

Resolucién
Comox+2=0<>x=-2; x-3=0«<x=3
-2 3
X+ 2 _ 0 i " " -2x+1,six<-2
X —3 _ _ — 0 " = f(x) = 5,si—2.£x£3
f(x) [-x—2+(—x+3)=—2x+1|5 [x+2+(—x+3)=5|5|x+2+x-3=2x-1 2x—1,stx>3
124y
11
10
9
8
7
6
5
4
3
2
1
5 4 3 2 A 9 1 2 3 4 5 6 7_'&
X2, six <=2
d) f(x)=<5,st—2<x<1
|x=3] six>1
Resolucién
1 3 X2, six < -2
Comox—-3=0¢>x=3= x-3 - 0] + =>f(x)= > st-2<x<1

—X+3,stl<x<3
X—3,six>3

|x=3]| [-x+3]0|x-3
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3) Considera la funcion f: R — R definida por f(x) = x| 2 - x |. Dibuja el recinto limitado por la grafica
de fylarecta de ecuacion x = 3.

Resolucién
X>2 X<2 2 .
2X—X°, stx<2
2-x=0cx=2 |2—x| -2+X | 2-X f(x) =
2 2 X% —2x, six>2
f(x)=x]|2-x]| | x*=2x | 2x—x

x = 2 es la recta vertical que pasa por (2, 0)

Puntos de corte de la grafica de f con los ejes de coordenadas son:
ejeX: 0=x|2-x| >x=0, x=2.Puntos (0,0) (2,0)
ejeY: f(0)=0]2-0] =0.Punto (0, 0)

Puntos de corte de fconlarectax =3

—x|x-2
{y ;IX |:>y:3|3_2|:3,Elpuntodecorteesel(3,3)
X =

I\

4
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4)Seanf:R—> R y g:R - Rlas funciones definidas por f(x) = |x(x-2) | y g(x) =x+4.
Esboza las graficas de fy g sobre los mismos ejes. Calcula el punto de corte entre ambas graficas.
Resolucién
Expresemos f como funcion definida a trozos:
x<0 |0|0<x<2|2| x>2

=0
x(x—2):0<—>X 2: x° — 2X + |0 - o + :>f(x):|x(x—2)|:{

X =
f(x) =| x2 — 2x ||x? = 2x|0|—x? + 2x |0 [x® — 2x

x2—2x,six£0 ox>2

—x2+2x,si0<x<2

y = x? - 2x. Vértice x,, = % =1 ¢ al dominio

y = -x2 + 2x. Vértice X, = 1;y,=-12+21=1.V({1,1)

2.(-1)
Los puntos de corte de f con los ejes de coordenadas son:

ejeX: x2-2x=0, x2+2x=0—->x=0, x=2.Puntos (0,0) y (2,0)
eje Y: f(0) = 02 - 2.0 = 0. Punto (0, 0)

Puntos de corte de fy g:

2 2 2 x=4,y=4+4=8.Punto (4, 8)
y:‘ —ZX‘ 5 X“=2x=x+4 x°-3x-4=0
:>‘x —2x‘=x+4—>

- —>x=-1;y=-1+4=3.Punto (-1, 3)
X2 —2x=-x—4 X2 —x+4=0

y=x+4

1+4-15
(=110

¥

Funcidén parte entera

F 3
3 )
2 )
1 @O
Es la funciéon cuya férmula es y = Ent(x) = “nimero entero < x” -3 -2 -1 12 3 4
o0 -]
] 2
[ m® 3
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