INTEGRALES PROFESOR: RAFAEL NUREZ NOGALES

INTEGRAL INDEFINIDA

El Calculo Integral o integracion consiste en hallar la funcién f(x) cuando se conoce su funcion
derivada f’(x). Por eso, se dice que la integracion es la operacion inversa de la derivacion.

Mientras que las reglas de derivacion nos permiten hallar la derivada de cualquier combinacién (suma,
producto, composicidn) de las llamadas funciones elementales, con la integracién no podemos decir lo

mismo.
1

In(x)

5 gy=e ™ h(o)=

Por ejemplo, no existen funciones elementales cuyas derivadas sean /(x)=

Primitiva de una funcién.

Dada una funcioén f(x), diremos que F(x) es una primitiva suya si F’(x) = f(x).
La primitiva de una funcién no es Unica. Por ejemplo, si f(x) = 3x2, entonces F1(x) = x3,
F2(x) =x3+ 2, ,etc, etc son primitivas de f(x).

En general, si una funcién f(x) tiene una funcién primitiva F(x), entonces tiene infinitas primitivas cuyas
expresiones seran F, (x) = F(x) + k, siendo k € R.

El conjunto de las infinitas primitivas de f(x), se llama integral indefinida de f(x) y se denota
mediante J. f(x)dx.

Se lee “integral de f de x diferencial de x”. Por ejemplo: ijzdx =x>+k, conkell .

Integrales inmediatas

Puesto que la integracion es el proceso contrario al de la derivacion, de la tabla de derivadas vista en el
tema anterior se deduce una tabla de integrales inmediatas:

n+l 1 X
[xrax=>—+k m#-1) [~dx=1n|x|+k o [atax==—+k

n+l X Ie dx=e +k Ina

ISGHde:_COSX+k j 12 dx=tgx+k J. L dv—arcsen x+k
_ cos- x V1-x° j dx=arctg x+k
Icosxdx—senx+k ) 3 o 1+ 2
J.(l+tg x) dx=tgx+k | =—arccos x+k
Ejemplos:

3 —4 X

U fesue e L g2
1) [x dv=""+k Z)Ix—sdx—jx dv ="tk =tk 3) [2 dv="0 vk

% 3 _ 7% _
4) _[\/;dxzjx%dxz); +k=2\£x_+k 5) Ide:jx%dxzx Ny
X

%

Reglas de integracion
1) Laintegral de la suma o diferencia de dos funciones es igual a la suma o diferencia de las integrales de
dichas funciones.

[y +g@]de=] fde + [ g0 ds [/ - g@]ar=[ ryax - [ g ar

2) Laintegral del producto de un ndmero por una funcién es igual al producto del nimero por la integral
de dicha funcion.

jaf(x)dx _ J.f(x)dx

-Pagina 1 -




INTEGRALES PROFESOR: RAFAEL NUREZ NOGALES

METODOS DE INTEGRACION

Cambio de variable

Para calcular una integral del tipoj /[g(®)]. g'(x) dx se hace un cambio de variable

{t =g(x)

di = g'(x) d de forma que queda I f(¢) dt

En la practica se busca en el integrando una funciéon t = g(x) cuya derivada g"(x) (salvo una constante)

aparezca multiplicando en el integrando y de forma que I f(t) dt sesepaintegrar.

Ejemplos:

3 t=x 11 | 1
1) jx2 ¢ dx = ) . =je’.—dt:—je’dtz—(ef+k)=—ex e
dt=3x"dx—>x dngdt 3 3 3 3

t=x>—4x+5
Z)J.(x—Z)cos(x2 —4x+5)dx = :j (cost) loit:lj‘cost dt:l(sent +k):lsen(x2 —4x+5)+k
2 2 2 2

dt=(2x-4)dx=2(x-2)dx - (x-2) dxzédt

Integracién por partes

Tiene por objeto transformar una integral en otra mas sencilla aplicando una expresiéon deducida a partir
de la derivada de un producto de funciones.

Sean u= u(x) y v=v(x) dos funciones derivables. Aplicando la regla de la derivada del producto:

d(uv)zudv+vdu - udv=d(uv)—vdu M)ju dv=u v—‘[vdu

El método consiste en expresar el integrando como producto de dos factores u y dv, de tal forma que la
nueva

integral Ivdu sea mas facil de calcular.

Podemos usar el esquema siguiente:

J.u dv=u V—J.vdu

Si una de las partes del integrando no se sabe integrar, se tomara esta funcién como u

u — du=u"dx
Iu Vidx :Iu .dv > =
dv=vidx — V= J Vidx

Integracién de funciones racionales

Supongamos que queremos calcular una integral del tipo J‘%dx ,donde p(x) y ¢g(x) son polinomios.
q(x

q(x) q(x)
quedando reducida la integral inicial a la de un polinomio mas una integral racional donde el
grado(r(x)) < grado(g(x)).

Si grado( p(x)) = grado( ¢(x) ) se efectia la divisidn y se expresa en forma mixta:

Sélo consideraremos entonces integrales de este ultimo tipo.
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rex . . . / oy s .
Para resolver esta, descompondremos % en fracciones simples lo que equivaldra a sustituir la integral
q(x

inicial por una suma de integrales mas elementales.

Para descomponer una fraccién algebraica propia % en suma de fracciones simples se factoriza el
q(x

polinomio q(x). Supongamos que q(x) tiene todas las raices reales. (S6lo se estudia este caso que es el

mas simple).

Una vez factorizado q(x):

A cada factor de q(x) del tipo (x - r) le corresponde una fraccién simple

x—r
N
+
(x—=r) x-r
N P

+ +
(x—ry (x-rY x-r

A cada factor del tipo (x - r)2 le corresponden 2 fracciones:

Si el factor fuese (x - r)3 le corresponderian 3 fracciones:

El esquema es el siguiente:
p(x) A N B N C

= R (factores lineales simples)
q(x) x—a x-b x-c
+ M 5+ N e LU ( factor lineal doble)
(x—m)~ x—m
+ S T+ d >+ U o, (factor lineal triple)
(x=p)y (x=p)y° x=p

19) Se multiplica la igualdad anterior por q(x), obteniéndose la igualdad entre polinomios

292) Se dan valores numéricos en ambos miembros, tantos como constantes haya que determinar.
Por comodidad se utilizan las raices, obteniéndose un sistema de ecuaciones.

32) Se resuelve el sistema y las soluciones obtenidas se sustituyen en las fracciones simples.

. . . . . 3x+5
Ejemplo:Vamos a descomponer en fracciones simples la funcion racional f(x)= PR R
X —x" —-x+

El denominador se descompone usando la regla de Ruffini y queda (x + 1)(x - 1)2.

3x+5 A B C
= + +
Pox?—x+1 x+1 (x=-1)* x-1

Entonces podremos descomponer asi: f(x) =
X

Multiplicando la igualdad anterior por (x + 1)(x - 1)? resulta
3x+5=Ax-1)?2+Bx+1)+Cx+1)(x-1)
Dando valores:
Parax =1 tenemos 8 =2B=B =4

Parax=-1tenemos 2 =4A= A= %

Para x = 0 (por ejemplo) tenemos 5 = A+B - C =%+ 4-C=>C= _71

3x+5 _%Jr 4 +_%
X —x?—x+1 x+1 (x=1? x-1

Entonces la descomposicion en fracciones simples es:
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. . ; . A .
- Fracciones correspondientes a raices reales simples: | ——dx = 4.In|x—r|+k (Inmediata)
X—=r

- Fracciones correspondientes a raices reales multiples: I A dx = (x " +k (Inmediata)

(x=r)" -n+1
3x+5 JA / 4 1
Por ejemplo, _[ _[x+1 _[ _[ de=1. 1n|x+1|—;—5~ln|x—l|+k
INTEGRAL DEFINIDA
Concepto

Sea una funcién f: [a,b] — R. La integral definida de f en el intervalo [a, b] se representa por Ib f(x) dx.
a

- Si f(x) > 0 en el intervalo [a, b], entonces la integral definida es el area comprendida entre la grafica de f

y el eje X: jb £(x) dx =
a

Y

y=1(x)

a b X

- Sif(x) < 0 en el intervalo [a,b], entonces la integral definida es el &rea comprendida entre la grafica de f

y el eje X pero con signo negativo: _[b f(x)dx=—-A4
a

b

- Si f(x) cambia de signo en el intervalo [a, b], entonces la integral definida es la suma de las areas de los

recintos situados por encima y por debajo del eje X (positiva si la grafica esta por encima del eje X y
negativa si esta por debajo):

[ reo de=a- 4,4 4
a

Y.
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Propiedades de la integral definida

b
a Si f(x)>0,Vxela, b= f(x)dx>0
1) J'f(x)dxzo , para cualquier funciéon f 2) ) 2] !

b
Si f(x)<0 ,Vxe[a,b]:jf(x)dx<0

a

Teorema fundamental del calculo integral, regla de Barrow

X

Dada una funcién f continua en [a,b] , se llama funcién drea a la funcién F:[a,b] > R, F(x)= If(t) dt

f(t)

a X
Geométricamente, si f(t) > 0 en [a,x] F(x) es el d&rea comprendida entre la grafica de fy el eje X en el
intervalo [a, x|

El teorema fundamental del calculo integral dice que F(x) es derivable y su derivada es la funcion f:
F'(x)=f(x)

Si f(t) > 0, en [a, b], entonces F(x) es creciente en dicho intervalo
Por tanto,
Si f(t) < 0, en [a, b], entonces F(x) es decreciente en dicho intervalo

Regla de Barrow
Si f es una funcién continua en [a, b] y F(x) es cualquier primitiva de f entonces

[ £ ax= [F(x)]l;= F(b)—F(a)
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Y

y=1fx)

En todo caso, cuando la grafica de f no atraviese al eje X el areaes |4=

c d b
A=A1+A2+A3=Jf(x)dx — If(x)dx + jf(x)dx
a c d

En todo caso, cuando la grafica de f atraviese al eje X en los puntos c y d, el area es:

Azjf(x)dx [ fx)ae) + ([ (x)ax
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Area comprendida entre las graficas de dos funciones en un intervalo cerrado

b
Si f(x) = g(x) en el intervalo [a, b], el dreaes |4 = I[f(x) —~ g(x)] dx

a

':Iln

y= 1)

W
i d

Si fuese f(x) < g(x) en el intervalo [a, b], el area seria

Azjz[g(x) - f(x)] dxzjz— [f(x) - g(x):| a’xz—jZ [f(x) - g(x)]dx

En todo caso, sea f(x) = g(x) 6 f(x) < g(x) en el intervalo [a, b]

A= jz[f(x) — g(x)] dx

Si las graficas se cortan en un punto de abcisa b, entonces
'ﬁfll

[/ (x) - g)]ax

b

T[f(x) - g(x)] dx
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