LIMITES Y CONTINUIDAD PROFESOR: RAFAEL NUNEZ NOGALES

LIMITES PUNTUALES

1) Sea f(x) = 5x - 3. Queremos averiguar el valor hacia donde se aproximan los valores de una funcién f(x) cuanto
los valores de x se aproximan al punto 2. Este valor, si existe, se representa por lim2 f ().
X -

porlaizdade 2: x > 2- (x < 2) 1,9 1,99 1,999
f(x) =5x-3 6,5 6,95 6,995
Los valores se aproximan a 7. Se dice que el limite de f(x) cuando x tiende a 2

por laizquierda es 7 y se representa lim f(x) =
X—>2"

porladchade 2: x > 2t (x> 2) 2,1 2,01 2,001

f(x) =5x-3 7,5 7,05 7,005

Los valores también se aproximan a 7. Se dice que el limite
de f(x) cuando x tiende a 2 por la derecha es 7 y se representa lim f(x) =

x—2F
Como lim f(x)= lim f(x)=7=3lim f(x)=
X— 2~ x— 2F X— 2
2x—-1, st x<3
2)Sea f(x)=9 1 ) y queremos saber cudnto vale lim f(x)

—— ,sl x>3 X— 3
Xx-3

porlaizdade 3:x— 3~ (x< 3) 2,9 2,99 2,999

f(x) =2x-1 4,8 4,98 4,998

Los valores se aproximan a 5. Se dice que el limite de f(x) cuando x
tiende a 3 por la izquierda es 5y se representa lim f(x) =

Xx—3"
porladchade 3: x— 3* (x> 3) 3,1 3,01 3,001
1
f(x)=—— 10 100 1000
x—3

Los valores se hacen infinitamente grandes. Se dice que el limite de f(x)

cuando x tiende a 3 por la derecha es +oo y se representa lim f(x) =
x—3"

Como lim f(x)=5 y lim f(x)=+0= lim f(x)= lim fx)=> A llm f(x)
X—> 3~ x— 3" X—> 3~ x— 3%

En los dos ejemplos, se trataba de averiguar el valor hacia donde se aproximan los valores de una funcion

“«_n

f(x) cuando la x se aproxima a un cierto niumero “a”.
Este valor, si existe, se llama limite cuando x tiende a “a” de f(x) y se escribe lim f(x).
XxX—>a

El limite puede que sea un nimero, que sea +, que sea - 0 que no exista.

“ "

Dado que nos podemos aproximar al punto “a” por la izquierda o por la derecha hablamos de:

“ "

- limite de una funcidn f(x) cuando x tiende al punto or la izquierda, que se representa
(o ”n

por lim f(x) , es el valor, si es que existe, al que se aproximan o tienden los valores de “y” cuando le
X—a

damos valores a x menores que “a

“w_n”

, cada vez mas préximos a “a”.

“ "

« "

or la derecha, que se representa

“w__»

- limite de una funcién f(x) cuando x tiende al punto

por lim f(x), es el valor, si es que existe, al que se aproximan o tienden los valores de “y
X—a

damos valores a x mayores que “a

cuando le

w_»n

, cada vez mas préximos a “a”.

H n

Los limites por la izquierda y por la derecha se llaman limites laterales
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Interpretacion grafica de los limites laterales. Concepto de limite puntual.

-4

= NWAONON®OO

2 3 4 5 6

o
K
=

Graficamente significa que al acercarnos cada vez mas al valor x = 3:

- La grafica que hay a la izquierda de 3 tiende al punto de valory =5

- La grafica que hay a la derecha de 3 se dirige hacia arriba

Decimos que una funcion f tiene limite en un punto “a” cuando los limites laterales son iguales, es decir,

cuando lim f(x)= lim f(x).Ellimite de la funcién f cuando x tiende al punto “a”, lim f(x), es el valor
X—a X—a X—a

comun de los limites laterales. En la funcién del ejemplo, X lirT}’ f(x) pues los limites laterales no
X—

coinciden: lim f(x)=5 y lim f(x)=+ow
X—3" X—3

- Si s6lo se puede calcular uno de los limites laterales porque la funcién no esté definida a la izquierda o a
la derecha del punto “a”, diremos que la funcién tiene limite.

- Para poder calcular los limites laterales en el punto x = a no es necesario que exista f(a).
Por ejemplo, en la funcidn f representada

Y A

, EEZa
N

|
.H}l.:
Como sélo existe lim f(x)=2= lim f(x)=2 Como solo existe lim f(x)=3 = lim f(x)=3
x—-5" X—>=5 Xx—4~ x—4

No existe f(—4) pero si existe lim f(x)=0
Xx—>—4
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Actividades resueltas

AY
5
4

Voo,

. e .z \

1) Si la grafica de la funcion f(x) es \.\ 2 - .
\

\ / X

-4 -3 -2 -1 1 23 45 6 7 89

Halla: a) lim f(x) b) lim f(x) c) llm f(x) d) lim f(x) e) lim f(x)f) llm f(x) g llm f(x) h) f(-3)

x—3" x—3* Xx—>-3" x—-3"
Resolucién
a)3 b)+o c¢) No existe porque los limites laterales son distintos d)3 e)3 )3 g)0 h)2

_ N

2) Si la grafica de la funcion f(x) es -3 }

Halla: a) lim f(x) b) lim f(x) ¢) le f(x) d) lim f(x) e) lim f(x) f) llm3 f(x) g) f(-3) h) f(2)
Xx—2" x—2% Xx—>-3" x——3" X—>—
Resolucion

a) 0 b) 3 c) No existe porque los limites laterales son distintos d) +oo

e) - f) No existe porque los limites laterales son distintos g) No existe h) 3
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Propiedades de los limites puntuales, reglas para el calculo de limites, indeterminaciones

w_n”

Si dos funciones f(x) y g(x) tienen limite cuando x tiende a “a” entonces:

1) lim [f(x)£g(x)] = lim f(x)+ lim g(x)  2) lim [f(x).g(x)] = lim f(x). lim g(x) 3) lim fx) _ x4
x—a x—a x—a x—a x—a x—a x—a g(x) lim g(x)
X—a

Si lim f(x)=L y lim g(x) =00 = lim [f(x)+g(X)] =L + o = «. Este resultado se expresa asi:
X—>a

X—>a X—>a

También se cumplen las siguientes reglas:

[[—wo=—0| [wtmw=w] [co—w=—wu] |[co—c0—>Indeterminacion]|

o, stL>0 - —
20,00 = 00| |L.oo = _ 10.00 — Indeterminacién|
—o0,stL<O0
L 0 00 . .. ||L e 0 . .,
—=0/{|—=0 6=ioo Indeterminacion 6=ioo Indeterminacion 5—>IndetermlnaCLon
o0 o0

o0 . .7
— > Indeterminacion
o0

o, stL>1
0,stL<1

" oo 07 =0]

SiL>O,LOO={

|oo0 —>Indeterminacic’)n| |0O —>Indeterminaci<’)n| |1°° — Indeterminacion

Calculo de limites a partir de la férmula
Basandose en las propiedades de los limites puntuales, si la funcidn f viene dada por una formula, para

“«_n w_n”

calcular lim f(x), se sustituye “x” por “a” en la expresion de f(x).
X—>a
Por ejemplo, si f(x) = 3x - 1 entonces lim f(x) = lim 3x—-1)=3.(-2)-1=-7
X—>—2 X—>—2

Un caso especial es cuando f es una funcién constante.
En este caso, el limite es el mismo nimero. Por ejemplo, Iim3 7 =17
X—>

Actividad resuelta
Calcula:

a) lim1(3x2 —6x+1) Resolucibn 3.1°-61+1=-2
X—>

b) lim (3/x* +2 —x) Resolucién 35°+2-5=3-5=-2
X—>
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w_n

Limite de una funcién definida a trozos: Si la funcidén es definida a trozosy “a” es el punto donde cambia
de expresion la funcion, tenemos calcular los limites laterales y ver si ambos coinciden.
Recordemos que sdlo existira el limite cuando coincidan los limites laterales.

Ejemplos:.

I ox, six<2 lirg_f(x):xlmJll—x:Jll—zzs .
f(x) = . , entonces X~ ) = X lim f(x)

l092(X), Stx>2 lim f(x) = limlog_(x) =log_(2) =1 X—>2

x—2F x—>2 T2 2
I lim f(x) = lim (* —x+1)=0°-0+1=1

e X, six>0 - .
f(x) = , entonces X0 x>0 = 3 limf(x)=1

x> —x+1,six<0 lim f(x)= lime > =e® =1 x—0

x—0* x—0
Actividades resueltas
1) Calcula:
21 dixes lim_f(x)=l'tms(x2+1)=52+1=26
a) lim f(x), siendo f(x)= X s% X< Resolucién X__)S X__> = X lim f(x)
X—5 6x—7,six>5 lim f(x)= lim(6x-7)=6.5-7=23 x5
x—5" X—5
2 _5 si lim f(x)= lim(x? +2x-5)=1%+21-5=-2
b) lim f(x), siendo f(x) ={X 2 ' »six<l Resolucién <1 (0= 023 =14 s im0 = -2
x—>1 3x—=5,stx>1 lim 09 = lim (3x-5) =315 =2 x->1
x—1* X—>
1-x%, six>-3
2) Dadala funcion f(x) = <5, six =-3 , calcula lim3 f(x),limof(x) lim4 f(x)
x—=— x— X - —
2Xx—-2,si x<-3
Resolucion

lim f(x)= lim (2x-2)=-8

x—-3" x—-3 5
5 = lim fX)=-8; limf(x)=lim@1-x)=1; lim f(x)= lim (2x-2)=-10
im f(x)= lim 1-x%)=-8 x—-3 x—0 x—0 X—>—4 Xe>—4
x—-3" x—-3
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INDETERMINACIONES

Indeterminaciones del tipo k/0

Si al calcular lim f(x) obtenemos E, siendo L # 0, usamos que E =00,
X—>a 0 0

Debemos calcular los limites laterales y ver si ambos coinciden. S6lo existira el limite cuando coincidan
los limites laterales.

Este mismo proceso se puede usar si la funcion no fuese racional.

Ejemplos:.
3 3
2 lim X _B3HD7 B
x—>-3 X+3 -3+3 0
Para averiguar si los limites laterales valen +oo 6 —co debemos ver que signo tiene la fraccion a la

izquierda y a la derecha de -3, respectivamente.

X —> 3 probamos, por ejemplo, conx = -3,1 (—33: 11+ 13)3 St = lim (X + 13)3 — 4o . 5
-3,1+ 3 - x—-37 X+ 3 ~ Y lim (x+1)

X — 3% probamos, por ejemplo, con x = -2,9 N (=2,9+1) S ——— lim (x+1) — x>-3 x+3
-2,9+3 + x—>-3" X+3

b) lim — =2 1-5 A ..

x>1 x?-2x+1 1%2-21+1 0
Para averiguar si los limites laterales valen +oco 6 —co debemos ver que signo tiene la fraccién a la
izquierda y a la derecha de 1, respectivamente.

_ - = 0,9-5 - . Xx=5
x—1 probamos, por ejemplo, conx =0,9 5 5= lim 5 -
0,9°-2.09+1 + x—>1" X =2x+1 . X-5
1,1-5 5 T el
' = 11— - . X— x-1 x° -2x+
x—1" probamos, por ejemplo, con x =1,1 N 5 5= lim . -
1,1°-2.1,1+1 + xo1t X°=2x+1
Actividad resuelta
Calcula los siguientes limites:
x> —6x+9  +
2 lim —2—)—=00 ’
. X“—6x+9 ., 9 x—07 X + . X°—-6x+9
a) im————Resolucién ~ =10 = lm———=
x=>0 X 0 X —6x+9  + x>0 X
lim — S =
x>0t X +
x—1
b) lim 5
Xx=>=2 x“ +4x+4
Resolucién
, x—1 -3
lim —————=—=-
. x-1 -2-1 -3 L x>=2 X2 +4x+4 0F . x-1
lim 5 = 3 =—Indetermin.: . Luego, lim - =
x—>-2 x“+4x+4 (-2)°+4.(-2)+4 O lim x-1 _3_ x—>-2 X° +4x+4
x>-2" x* +4x+4 0"
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LIMITES Y CONTINUIDAD

>+1 o+
5 lim 5 > —=w ,
. X“+1 ., 26 x>-5 X" +5x + CoxXe+1
lim 5 Resolucion — =10 — = Y lim 5
X—>=5 x* +5x 0 x4l o+ X>=5 X" 45X
lim 5 - —=—©
x>-5" X +5x -
. -6 -
llm ﬁ—)::—oo
— . -6 -1 X5+ 2X+ -
d) lim 2—6 Resolucién — =+ = lim - =-®
x—>-1 x* +2x+1 0 l -6 - x—>-1x“+2x+1
m ——— > —=-
xo17 X2+ 2x+1  +
2_
,SEx< =2
e) lim f(x), siendo f(x)= X+2
X—>—2 .
2—,SLX>—2
X“+4x+4
Resolucién
2_
lim_f()— lim X 21—%=—w
X—-2 x—-2" X+ 0 33 lim f(x)
. 1 1 X—>—2
im f(x)= lim - ———=—=0
x—-2" x—>-2" X" +4x+4 0

Indeterminaciones del tipo 0/0 en funciones racionales

X ., . ... 0 i
P(x) obtuviéramos la indeterminacion 0’ para resolverla y poder calcular el limite

Sial calcular Ilim ==,
x—a q(x)
debemos dividir los dos polinomios por (x - a) 6 factorizarlos y simplificarlos por (x - a).
Ejemplos
x4—2x3+x—2 2*-22°+2-2 0 L
lim =—3 5 =— Indeterminacion
x-2 x> +4x%2 —11x-2 23 +4.2%-112-2
1-201-2 14 -11 -2 3 3
x=2) (¢ +1) XL 241 9

2‘ 2002 2‘212 2 = lim _
2 2 x* 2 17
10010 16 1 |0 x52 (W= (x> +6x+1) x>2x°+6x+1 22+62+1

2 _
X*—X—2 (1) (-1)-2 0Indetermtnaaon

lim —
x—>-1 x° +2x+1 ( 1 +2(-1)+1 O
1-1-2 121
—1‘ 12 —1‘ 11 i UKD %:?:m
‘l >0 ‘1 I 10 x—>-1 (L) (x+1)  x>-1 X+
X=2  Porlaizda de -1 probamos por ejemplo con x = -1,1 >:=+3 lim ;:+oo 2
x+1 - x—>-1"X+1 ~ Y lim X—:>§Ll -X-2
X—2  Por la dcha de -1 probamos por ejemplo con x =-0,9 sZ——— lim ;2:_00 x>-1 x+1 x>-1 x> +2x+1
x+1 + xo-1t X+1
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Actividad resuelta
Calcula los siguientes limites:

¥ +5x2 +3x-9
a) lim

x> 33 +7x* +15x+9

15 3 -9 17 15 9
Solucion: %Indeterm. -3l 369 -3 -3-12-8
12 -310 14 3 [0

12 -3 143
lim XZ+—2X3:9Indeterm 3‘ -3 3 —3‘ -3 3= lim X_lzﬂzz
x>-3 X“ +4x+3 ‘1 10 ‘1 10 x>-3 X+1 =2
2 0 ‘10—25 ‘1 -50 s 10
b)xILmez—sx Resolucién alndeterm. 51 525 5/ 5 0:>)Ei_>mST=?:2
150 1ol
P o6 5x 0 ‘1 oo ‘1 SO 2 s
c)il_r)nlx4 R Resolucién 6Indeterm.1 150 1/ 1001 :)l(t_)ml 5y :7:_2
1500 10010
d) lim xt+4xP +5x7 +4x+ 4
x> =2 xt+axd 1 ax?
Resolucién
145 4 4 14400
Soluclén:glndeterm. —2‘ 2-4-2-4 2| -2-40 ijli, 2X +§x 2+>2<+2 8Indeterm
12120 Jt2o000 XX
1212 1200 5
—2‘ 20 -2 —2‘ 200> lim X2
‘101@ ‘100|_O Xx—>-2 X 4
e) lim x* —6x% +8x-3
w1 xt—2x® 4 2x -1
Resolucién
10-6 8 -3 1-20 2 -1 ]
Solucién: JIndeterm. 1‘ 11-53 1‘ 1-1-11 = lim —X;XZ X+3 _ 0 determ.
° 1153 fgaai1p THroeod
11-53 1-1-11 12 -3 10 -1
1‘ 123 1‘ 1 0 -1=lim %Mzglndeterm 1‘ 13 1‘ 11=1lm X—+3=2
‘12_3@ ‘10—1|_O x>l x“-1 ‘13@ ‘ll|_ x—>1 x+1
f)llm(xj_es_ 1 ]
x—3| x* =3x X-3
Resolucién
S_OlUCiéni(g—llndeterm.):ltm£X2_6 —L] lim[x2_6 X J:
00 >3 x(x-3) x-3) xo3(x(x-3) x(x-3)
2 ) 1-1-6 1-30
i X X0y X X6 0 Indeterm 3‘ 30 lim X222
x—>3 X(x—=3) x53 x%-3x x—3 X 3

L2 @ \10@
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Resolucién
0 O . X—2 X(X —2) . 1 1 -7
——=|= lim - =lm|—-x|=——-2=—
0 O x=>2\ (X+2)(x=-2) x-2 Xx—>2 \ X+ 2 2+2 4

Indeterminaciones en funciones con radicales

. .., 0 : .
Algunas veces aparece la indeterminacion o en expresiones con radicales. Entonces, para calcular el

limite se utiliza la expresidn conjugada.

Ejemplo
. X+ 2 0 X+2 Wxi3 + 1)  (X+2(Wx+3 + 1) .
lim ——/]4/—=—> ) > =JXx+3 + 1= lim (Wx+3 +1)=
x>2+x+3 -1 0 vx+3 -1 C(Wx+3 + 1) X+2 x—>—2( )

Actividad resuelta
Calcula los siguientes limites:

. X
a) lim ——
) X%O\/3+X—\/§

Resolucién

0 (W) X.(N3+x+43) ~
Olndeterm)&ino\/3T N '>5_>0 " —)Eino(x/3+x+x/§)—2\/§

b) lim ———
) x~>01 /1 X
Resolucién
0 . A+1x) (1+V1-
—Indeterm. lim > llm =lm@+v1l-x)=
0 x>01 —-+/1-x - (1++1-x) x—0 x—0
Jx+2-2
) lim —————
x— 0 X
Resolucién
glndeterm. lim X+2-N2 (2 > lim = lim 1 _ 1 :Q
0 x—0 X (e2442) TS0 \/x+2+\/_ x>0X+2+2 22 4
. 3—\/5+x2
d) ||m —2
X— 2 4 —x
Resolucién

~ 2 2
%'ndeterm. lim3 2+XT _ Brsid) s lim 4-x = lim

1 1
o2 4t enbed) 024 32) B4bexd) 2314542 6
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RELACION ENTRE CONTINUIDAD Y LIMITE PUNTUAL

Recuerda que para que una funcién sea continua en un punto, sabemos que su grafica no puede tener
ninguna rotura. Por ejemplo, la siguiente funcién no es continua en x = a porque las ramas no “conectan”.

Ty

b FER RN NN

' EEREE NN

Fijate que los limites laterales en x = a son distintos, pues lim f(x)=b , lim f(x)=c.
X—>a_~ x—at

Es decir, no existe lim f(x)
X—a

Tampoco es continua, en x = a, la siguiente funcién porque, aunque las ramas conectan porque existe

lim f(x)=b) y dicho limite no coincide con f(a), pues f(a) = c. Por eso su grafica tiene un “agujero”
X—a

brtr.-nn‘n‘&n-----aa

Esto quiere decir que para que una funcion f sea continua en x = a debe cumplir que lim f(x) = f(a).
X—a

O lo que es lo mismo, se tienen que dar las siguientes condiciones:

C1: Debe existir f(a) C2: lim f(x) = lim f(x)=f(a)

X—a X—a

Usando las propiedades fundamentales de los limites se puede demostrar que todas las funciones que no
sean definidas a trozos son continuas en su dominio de definicién.

Para las funciones definidas a trozos hay que estudiar la continuidad en los puntos donde cambia la
expresion de la funcion pues son los puntos donde puede haber una rotura.
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Tipos de discontinuidades

Cuando una funcién no es continua en un punto se dice que es discontinua.

Hay varios tipos de discontinuidades.

1) Discontinuidad asintdtica o de salto infinito: Se da cuando lim f(x) =+ y/o

lim f(x) = %oo.

Ejemplos:.
Y i Y i Y i
'/ — a: P — o .
L]
——
a
lim f(x) = lim f(x)=-w lim f(x) =—w |
Xx—>a~ Xx—>a~ X—>a~
lim f(x)=L lim f(x)=-o0 lim f(x) =0
x—a’ x—sa® X—>a+
(3f(d)) (2f(@)) (f(@)=b)
2) Discontinuidad de salto finito: Se da cuando lim f(x)=b, lim f(x)=c, pero b#c
Ejemplos:.
Y Y Y
/ /
‘a X a X :a X
lim f(x)=b lim f(x)=b lim f(x)=b
X—a X—a X—a~
Iim+ f(x)=c Iim+ f(x)=c Iim+ f(x)=c
(fl@)=c) (2f(@)) (fl@)=d)
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3) Discontinuidad evitable: Se da cuando lim f(x) =b, pero b # f(a)
X—a

Ejemplos:.

lim f(x) =b lim f(x) =b
lim f(x) =b lim f(x) =b
(f@) =0 (2f())

Actividades resueltas

, Stx<0

X —
1) Estudia la continuidad de la funcién f(x) =<x+3, si 0 < x < 2 y clasifica sus discontinuidades, en caso

x2+1,six22

de que exista alguna.

Resolucién
Observamos que para x # 0, X # 2 es una funcién continua porque cada expresién corresponde a una
funcién continua.

. . 1 -1
lim f(x)=lim —=—
Parax = 0: >0 2 0X=4 4 9 lim f(x). Luego, f tiene una discontinuidad de salto finito en x =0
lim f(x)= lim (x+3)=3 x=0
x— 0% x—=>0
lim f(x)= lim (x+3)=5
X— 2" X—> 2 2 .
Parax=2: ) ) ,f(2)=2°+1=5 . Luego,f es continua en x =2
lim f(x)= lim (x*+1)=5
x— 2" X— 2

2) Estudia la continuidad de las siguientes funciones y clasifica sus discontinuidades, en caso de que
exista alguna:

2x—3,six <5
a) f(x) =9 32

x2—9

,Six>5

Resolucién
Observamos que D(f) = R - {5}, pues no existe f(5).
Para x # 5 es una funcién continua porque cada expresion corresponde a una funcién continua
im f(x)=lim (2x-3)=7
X—5" X—5
Parax=>5: 32 = Stit%ms f(x). Luego, f tiene una discontinuidad de salto finito en x =5

=2
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5x -6, six <2
b) f(x) =4 20

— ,six>2
x“+1
Resolucién
Observamos que D(f) = R - {2}, pues no existe f(2).
Para x # 2 es una funcién continua porque cada expresién corresponde a una funcién continua

lim f(x)=lim (5x-6)=4
X—2

Xx—2"
Parax=2: 20 = lim f(x) = 4. Luego, f tiene una discontinuidad evitable en x =2
lim f(x)=lim ——=4 X2
x—2" x=2 x“+1
et six<0
) f(x) =
l, six>0
X

Resolucién
Observamos que D(f) = R. Para x # 0 es una funcién continua porque cada expresion corresponde a una
funcién continua

: : 1 1 1
lim f(x)=lim e t=e?t==
x—0" x—0 € . . - e
Parax=0: . Luego, f tiene una discontinuidad asintotica en x=0
im f(x)=lim = =00
x—0*t x—0 X
2

—X“+X+6, six<2
X+2,stx>2

d) f(x) ={

Resolucién
Observamos que D(f) = R. Para x # 2 es una funcién continua porque cada expresion corresponde a una
funcion continua

im f(x) = lim (—x2 +Xx+6)=4

— 2 .
Parax=2:""% e f(2)=-22+2+6=4 .Luego,f es continua en x =2
im f(x)=lim (x+2)=4
x—2* X2
-3x .
i . ——,stx<1 L .
3) Halla los limites laterales de la funcion f(x) =4 x—1 enx =1 e indica el tipo de

2x+3, six>1
discontinuidad que tiene la funcién de dicho punto.

Resolucién
. . =3x =31 -3 . )
lim f(x)= lim — =—"">=—=+w lim, f(x) =lim(2x+3)=2.1+3=5 f(1)=2.1+43=5
x—1 x>1"x—-1 1-1 O x— 1% x—1

La discontinuidad es de salto infinito
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X+3 .
—,stx<-1
4) Halla los limites laterales de la funcion f(x) =4 x+1 L en X = -1 e indica el tipo de
3x—4, six>-1
discontinuidad que tiene la funcién de dicho punto.
Resolucién
im foo= lm X313 2
x— -1 x>-1"x+1 -1+1 O
lim_ f(x)= lim 3x—4)=3.(-1)-4=-7
x— -1 x— -1

f(-1)=3.(-1)-4=-7

La discontinuidad es de salto infinito

X+2
5) Dada la funcidén f(x) =< 4 —x
—~(x—3)?, six>4
Halla los limites laterales en x = 4 e indica el tipo de discontinuidad que tiene la funcién de dicho punto.
Resolucién

=+ lim ()= lim[-(x-3)"]=—(4-3)" =-1" =1

,Six<4

. . X+2 4+2 6

lim f(x)= lim_ = =—
x— 4 x4 4—x 4-4 QF
La discontinuidad es de salto infinito

—x?+x-3,six<-1
6) Dada la funcién f(x) =<5-x, si —1<x<2
x°—1,six>2

a) Halla los limites laterales en x = -1, halla f(-1) e indica el tipo de discontinuidad que tiene la funcién
de dicho punto.
Resolucion
lim_ f(x) = lim (—x?+x-3)=—(-1* +(-1)-3=-1-1-3=-5 lim f(x)= lim 5—-x)=5-(-1)=6
x— -1 x— -1 x— -1F x— -1

f(-=1) =5—-(-1) = 6. La discontinuidad es de salto finito

b) Halla los limites laterales en x = 2, halla f(2) e indica el tipo de discontinuidad que tiene la funcién de
dicho punto.
Resolucién

lim f(x)=lmG-x)=5-2=3  lim f(x)=lim(x*-1)=2°-1=3
xX— 2 Xx— 2 x— 2% X— 2

f(2) no existe. La discontinuidad es evitable

1-3x,six<2

Dadala funcion f(x) =< 20 . oy calcula Iim2 f(x) y determina qué tipo de discontinuidad tiene la
,SIXZ X—

X" +1
funcionenx = 2

lim f(x)=-5; lim f(x)=4;ladiscontinuidad es de salto finito
x—2" x—2"
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x> —x+1,six<0

", si0<x<2 enx=0,x=2yencasode quesea

X—3,slx>2

7) Estudia la continuidad de la funcién f(x) =

discontinua indica el tipo de discontinuidad que tiene
Resolucién

lirQ_f(x)=lirrg)(xz—x+1)=02—0+1=1 lim, f(x)—llme =e’=1 f(0)=02-0+1=1
X—> X—>

x— 0"

Luego, f es continuaenx =0

lim f(x)= llm e*=e? lim f(x)= l'LrT12(x—3) =2-3=-1 f(2)=2-3=-1
x— 2" X—>

X— 2" X— 2

Luego, f es discontinua en x = 2. La discontinuidad es de salto finito

2x-1 .
——,Six<-3 o )
X+3 en x = -3 e indica el tipo de

1-2x, six>-3
discontinuidad que tiene la funcién de dicho punto.

Resolucién

lim f(x)= lim_ x-1_2(3)-1_ _—7 = +o0 lim_ f(x) = le (1-2x)=1-2.(-3)=7
x— -3 x> -3 X+3 -3+3 0 x— —3T — -3

La discontinuidad es de salto infinito

8) Halla los limites laterales de la funcion f(x)

9) Averigua el tipo de discontinuidad que tiene f(x)= 2_xl en X = 1 hallando el limite correspondiente y

resolviendo la indeterminacién que se presente.

Resolucién

2X 2
lim —=—=—w

. 2 2.1 2 . -1 X—- 0

lim ——=——=—Indetermin.:

Como x—1=0 cuando x =1, Dom(f)=R—{1}; x»>1x-1 1-1 0 2X 2
lim —=—=00

x—>1" x=1 o

Luego, f tiene una discontinuidad asintdtica o de salto infinito en x =1

2
10) Averigua el tipo de discontinuidad que tiene f(x) = 2X—+12X en x = -1 hallando el limite
X+

correspondiente y resolviendo la indeterminacion que se presente.

Resolucién
i .2
lim f(x)= 2X +2X 2 (1 +2( h_0 —Indeterm. Factorizo: lim M =2.(-1)=-
x> -1 A, x+1 -1+1 0 x>-1 XL
f(=1) no existe. Luego, la discontinuidad es evitable
: : : o . . 3x? +6x .
11) Averigua el tipo de discontinuidad que tiene la funciéon f(x) = ———— en x = -2 hallando el limite

correspondiente y resolviendo la indeterminacion que se presente.
Resolucién

lim f(x)= lim 3x” + 6 3( 2)° +6.-2) oIndeterm Factorizo: lim M=3.(—Z)=—
X— -2 x>-2 X+2 —2+2 0 X——2 N

f(=2) no existe. Luego, la discontinuidad es evitable
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12) Averigua el tipo de discontinuidad que tiene f(x) = X2 +2X > en X = -2 hallando el limite
X" +X—
correspondiente y resolviendo la indeterminacién que se presente.
Resolucién
3423 (-2P+2.(-2° -8+24 0 Pl
lim f(x)= X+ = )2 to(=2f _8+24 0\ yeterm. Factorizo los polinomios —2 -2 2
X—> =2 H 2x +x-2 (2% +(-2)-2 "4-2-2
11 -1 |0
2
lim N _ 2y i = -4 ; f(=2) no existe. Luego, la discontinuidad es evitable

o2 X+ (x-1) -2-1 -3 3

2
13) Averigua el tipo de discontinuidad que tiene f(x) = %en x = 3 hallando el limite
X“ —3x
correspondiente y resolviendo la indeterminacién que se presente.
Resolucién
2 2
lim f(x) = lim X 5 =3 :3 5 2.3-3 :9 6-3 = andeterm. Factorizo los polinomios 3
x—>3 x>3 X —3x 3°-3.3 9-9 0

’=3)(x+1) 3

lim =

+
X— 3 XN 3

L g ; f(3) no existe. Luego, la discontinuidad es evitable

2
14) Averigua el tipo de discontinuidad que tiene la funcién f(x) = w en X = -4 hallando el limite

X+
correspondiente y resolviendo la indeterminacién que se presente.

Resolucién
2 2
3
lim f(x)= li 3X +12x :3'(_4) +12.(4) 3 16-48 :glndeterm Factorizo: lim M =3.(-4)=-

x> ~4 A, X+ 4 4+ 4 0 0 x>-4  Xrd

f(—4) no existe porque para —4 se anula el denominador. Luego, la discontinuidad es evitable

2 —_
15) Dada la funcién f(x) = *t2=3
X —X
Calcula Iim1f(x) y determina el tipo de discontinuidad que tiene la funciénenx =1
X—>
Resolucién
x2+2x-3 12421-3 0 T (x+3) 143

lim =—Indetermin. lim =4, fo(l). Luego, la discontinuidad es evitable

x>1 x2_x 121 0 x>1  x(x~<T)
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16) Los ciudadanos de cierto estado pagan en concepto de impuestos una cantidad f(x), en euros,
2,16x%,5i 0<x <10

donde x es el ingreso anual en miles de euros, siendo f(x)=
21,6x,six >10

a) Estudia su continuidad

Resolucién
Observamos que D(f) = (0, o). Para x # 10 es una funcién continua porque cada expresion corresponde
a una funcion continua

lim f(x)= lim (2,16x°)=2,16.10% =216

- 0
Parax =10: X_’:_lo X_il : f(10) = 2,16.10° = 216 . Luego, f es continua en x =10
lim f(x)= lim (21,6x)=21,6.10=216
x—10" x—10

b) ;Cuantos impuestos paga un ciudadano que gana 9000 € anuales?
Resolucién x=9= f(9)=2,16.9° =174,96 €

c) (Y silos ingresos anuales fueran de 12000 €?
Resolucién x=12=1f(12)=21,6.12=259,2 €

d) ;/Qué % de sus ingresos paga un ciudadano que gana 9000 € anuales?

Resolucién x=9=1f(9)=2,16. 92 = 174,96 € = % =1,944%

17) Sea P(t) el porcentaje de células, de un determinado tejido, afectadas por un cierto tipo de

t2, si0<t<5

enfermedad transcurrido un tiempo t, medido en meses: P(t) =<100t-250 . :
—, sit>
t+5

a) Estudia la continuidad de la funcién P(t)

Resolucién
Observamos que D(f) = Ry para t # 5 es una funcion continua porque cada expresion corresponde a una
funcién continua.

lim P(t) = lim t* =52 =25
t—>5

t—>5" 2 .. .
.  100t—250 100.5—250 , P(5) =5“ =25. Luego, la funcién P(t) es continua en R
lim P(t) = lim = =25
t_5+ t—5 t+5 5+5

b) ;Qué porcentaje de células habra afectadas cuando pase un afio?

Solucion: 1 aflo = 12 meses = P(12) = % =55,88%
_+_
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18) Halla el valor de los parametros para que sean continuas las siguientes funciones:

ﬂ, si x <-1
a) f(x)=4x-1
X =3x+6x-2, si x >—1
Resolucién
Como debe ser continua en x =—1, entonces lim1 f(x)=f(1
x—> -

lim f(x)= lim 2--4D_a

x—-—1 x—>-1 x—1 -1-1 2 ;f(_l)zﬁ
hm f(x)= lim (x “3x2 +6x-2)= (=1’ =3.(=1)* +6.(-1)-2=-12

Para que f sea continua en x =—1 debe ser %: -12 =

—x2—2ax+3, six<1

ax‘ —6x+5,six>1

b) f(x)= {

Resolucién
Para x # 1 es continua porque cada expresion corresponde a una funcién continua.

lim f(x)= lim (-x* —2ax+3)=-1°-2al+3=2-2a

x—>1" x—1 2
(f(1)=-1°-2al1l+3=2-2a.
Enx=1: |im f(x)=lim (@x*-6x+5)=a.1>-61+5=a-1
x—1" x—1

Luego,para que sea continua debe ser 2—2a=a-1—

2 .
— < -
C)f(x)= X" 4+mx—3,six< -2
5x+7,six >-2

Resolucién
Para x # - 2 es continua porque cada expresion corresponde a una funcién continua.

lim fx)= im (x* +mx-3)=(-2)* +m(=2)=3=1-2m

o e f(=2) = (=22 +m(=2) =3 =1-2m
Enx=-2: im f(x)= lim (Gx+7)=5(-2)+7=-3
x—-2" X—>-2

Luego,para que sea continua debe ser 1-2m=-3 -
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x*—ax si x<l
d) f(x)=1 b si x=1
27 si o x>1
Resolucién
Para x # 1 es continua porque cada expresion corresponde a una funcién continua

2 —ax):l2 -al=1-a
f(1)=b

lim f(x) = lim (x
x—1" x—1

Enx=1: lim f(x)=lim2* =2t =2

x—1t x—1

Luego,para que sea continua debe ser1-a=2=b =

x> +mx, si x <2

19) (Cudanto debe valer m para que la funcién f(x) =9 x4+ m . 5 sea continua en x = 2?7
, SUX>
x?+1
Resolucién
. . 2 2
lim f(x) = lim (x> +mx) =2 +m2=2m+4 llm f(x) = lim x+m 2+ m +m
x— 2" x—> 2 x— 27 x—>2x +1 2 +]_ 5

Para que sea continua en x = 2 debe ser

2m+4:2+Tm—>10m+20:2+m—>9m=—18—>m:_—18—>m:—2

x? —ax+1,six<-1

20) ;Cuanto debe valer “a” para que la funcién f(x) =< 35 1 sea continuaen x = -17?
—, Six>
X+2
Resolucion
2 2 3a 3a
lim f(x) = llm (x*—ax+1)=(-1)"-a(-1)+1=a+2 lim f(x)= lim =3a
x— =1 —-1 x— 17 x—>-1X+2 —1+2

Para que sea continuaenx =-1debeser a+2=3a—>2=2a—>a=1

k .
—3,SLXS].
21) Halla el valor o valores de k para que f(x) = 2_ c sea continuaenx =1
;(Jr , six>1
x“ —k
Resolucién
im f(x)_th:L:L:fm um 00 = lim 2;<+k:2.21+k:2+k
x—1 x>1x-3 1-3 =2 x>1x -k 1°-k 1-k

Para que sea continua en x = 1 debe ser

k=4
K 24K k)= —22+K) o> k—K = 4—2k >k? —3k—4=0 k=222,
2 1k 2 k=-1
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2x> —bx+b?, si x < -1
2-3bx, six>-1

22) Halla el valor o valores de b para que la funcion f(x) = { sea continua en x = -1

Resolucién
lim_f(x)= lim (2x% —bx +b?) = 2(-1)* —b(-1) +b* =2 +b +b?
lim_ f(x)= lim (2—-3bx) =2-3b(-1)=2+3b =f(-1)

x— 1% x—> -1
Para que sea continua en x = -1 debe ser
b=0

2+b+b?=2+3b >b*>-2b=0—>bb-2)=0—
b-2=0->b=2

x° —2kx+k -1, si x<-5

23) ;Cuanto debe valer “k” para que la funcién f(x) =< 3k ) c sea continua en x = -57?
——, SLX>—
X+6
Resolucién
lim_ f(x)= lim (@ — 2kx+k—1) =(=5)2 = 2k (-5)+k—1 =11k +24; lim_f() = lim —X 3K __
x— -5 x— -5 x— 5T x>-5X+6 -5+6

Para que sea continua en x = -5 debe ser 11k + 24 =3k —> 8k=-24 > k=-3

2x2—a,six£—1

24) Calcula a y b para que la funcion f(x) = —3x? +b, si -1 <x <1 sea continua
logx + a,six>1

Resolucién
im _foo= lim 2-a)=2-a [ lim f(x)= lim (-3x® +b)=b3
x—>-1 x—=>-1 x—1" x—1
lim f(x)= lm (-3x’>+b)=b-3 lim f(x)= lim (logx+a)=logl+a=a
x—-1 x—>-1 x—1 x—>1
f(-1)=2-a fl)=logl+a=a

para que sea continua en x =-1 debe ser2—-a=b-3
Por tanto, .
para que sea continua en x=1 debe serb-3=a

Resolviendo el sistema obtenemos: a=1,b=4

3x+2, six<O0

25) Calcula a y b para que la funcién f(x) = {x? +2acos(x), st 0 <x < sea continua
ax?® + b, six>n

Resolucién
Parax # 0, X # ™ es continua porque cada expresion corresponde a una funcién continua
im f(x)=lim 3x+2)=3.0+2=2
x—>0" x—0 2
‘ _ 5 5 ; f(0)=0°+2acos0=2a
Enx=0: lim f(x)= lim(x*+2acosx)=0“+2acos0="2a
x—0" x—0

Luego, para que sea continua en x =0 debe ser 2a=2 -

lim f(x)= lim (x* +2acosx) =’ +2acosn = n° —2a

X=>m X7 2
; f(n)=an +b
Enx=m: lim f(x)= lim (@x®+b)=an®+b
xont X—>n

. -1
Luego,para que sea continua en x =t debe ser 12 —2a=an’ +b—2"°2=1 y712 2 -2 1bh
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Calculo de las asintotas verticales
Cuando una funcioén f tiene una discontinuidad asinto6tica en x = a, la grafica tiene una asintota vertical

cuya ecuaciones |AV. : x=a

Por ejemplo, si f es la funciéon dada por la grafica

8

= N W & OO O N

o

) o ()

o~ 1 2

la recta de ecuacién x = 3 es una asintota vertical, pues lim f(x)=
x—3*

Si al calcular lim f(x) obtenemos 6 =10, siendo L # 0, sabemos que la grafica tiene una asintota vertical
X—> a

porque tiene una discontinuidad de salto infinito en x = a y la ecuacién de la asintota vertical
esAV.:x=a.

Las funciones de tipo lineal, las cuadraticas y las funciones exponenciales no tienen asintotas verticales,
pues son continas.

Para las funciones logaritmicas como lim log x =+, podemos decir que la AV es el eje Y
x— 0 a

~y B *Y
y = logz (%) y = logi3 (X)

VV><

La dnica funcién trigonométrica que tiene asintotas verticales es la funcién tangente. Las asintotas

verticales son las rectas de ecuacion x = kn/2,conk € Z
y =tg x

[b Y /
/ / /

-3at/2 2T -10/2 T2 7T 37/2
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Para calcular las asintotas verticales de una funcién dada por un cociente primero debemos encontrar los
numeros “a” que anulen el denominador y luego comprobar que la discontinuidad en “a” es de salto
infinito.

“w_n

Luego, una funcién racional, f, tendra una AV en aquellos valores “a” que anulen el denominador y

ademas lim f(x) = oo
X—a

Por ejemplo, hallemos las asintotas verticales de la funcién f(x) = g;(:g
Como 3x-3=0<x=1 y ilinl f(x)= gi—:i = % =*o0, la asintota vertical es
i S G

Actividad resuelta
Halla las asintotas verticales de las siguientes funciones racionales y los limites laterales
correspondientes

7X
a) f(x)=
) 1) 3x-12
Resolucién
Como3x—-12=0<x=4 y lim f(x)= 3 1'412 = % =zo0, la asintota vertical es
x— 4 44—
lim f(x)zﬁz—oo
x—> 47 0
lim f(x)=§:+oo
x—> 4" ot
4x
b) f(x) =
) T 2x+1
Resolucién
-1
1 5 o T
Como2x+1=0&x=— y lim f(x)= =5 " too, la asintota vertical es |AV .. x =—
2 e 2.7 41 2
2

lim f(x)= 2o
-1 O_

X—>—
2

lim f(x)= 2
- 0"

xX—>
2
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LIMITES EN EL INFINITO
Limites en 4+ y en -0, interpretacion grafica, asintotas horizontales

- El limite de una funcién f(x) cuando x tiende a +, y se representa por lim f(x), es el valor al que
X—>+00

tienden los valores de la funcién cuando se toman valores de x muy grandes y cada vez mas grandes.

- El limite de una funcién f(x) cuando x tiende a -, y se representa por lim f(x), es el valor al que
X—>—00

tienden los valores de la funcién cuando se toman valores de x negativos, muy grandes, en valor absoluto,
y cada vez mas grandes.

Veamos varios ejemplos:

- Si f(x) = % y queremos saber cuanto vale lim f(x)
X

X—>+00
X —> 400 100 200 300
6x+1
f(x) = o 2,003 | 2,0017 | 2,0011
lim f(x)=2
X—>+00

2

Interpretacion sobre la grafica:

El hecho de que lim f(x) =2 significa que la gréafica se aproxima cada vez més a la recta horizontal de
X—>+0

ecuaciony = 2.

- Si f(x) = 3x? y queremos saber cuanto vale lim f(x)

X—>—00
X —> —00 ~100 ~200 ~300
f(x) = 3x° 30 000 120 000 270 000
lim f(x)=o0
X—>—00

Interpretacion sobre la grafica:

El hecho de que lim f(x) =-+oo significa que la grafica tiende hacia arriba
X— —o0
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Decimos que una funcion f tiene una asintota horizontal si alguno de los limites en c ¢ -0, 0 los dos, son

un namero, L. La ecuacién de la asintota horizontal es |[AH.:y =L

ALY

2

Por ejemplo, la funcién cuya grafica es tiene como

|
!
|
0
|
0
|
i
v><

asintota horizontal en oo, la recta de ecuaciéon A.H.:y = 2, porque lim f(x)=2
X—> o©

Actividades resueltas

Y
1) Considera la funcién f cuya grafica es 5- Determina:
-6 - .............. i
a) lim f(x) b) lim f(x) c)Laecuacién de su asintota horizontal en -
X—> 0 X—>— ®©

d) La ecuacién de su asintota vertical  e) El tipo de discontinuidad que tiene la funciéon en x = 3
Resolucién
a) +oo b) 5 c)AH.:y=5 d)AV.:x=-2 e) Discontinuidad de salto finito

)]

/
i

w

2) Sea la funcidn f(x) cuya grafica es :\ 5 j Halla:
\ | /
\ / X
-4 -3 -2 -1 2345 6789
a) lim f(x) b) lim f(x) c) Lasecuaciones de sus asintotas
X—> 0 X—>— ©

d) El tipo de discontinuidad que tiene la funcibonenx=-3  e) f(-3) f) f(4)

g) lim f(x) h) lim f(x) i) lim f(x)

x— -3 x— 3" X— 37
Resolucién

a) 2 b) +o0 c)AV.:x=3;AH.:y=2 d) evitable e) 2

H3 g3 hyt+teo D3
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3
3) Sea fla funcién dada por la grafica \ Se pide:

a) lim2 f(x) b) Indicar el tipo de discontinuidad que tiene en x = - 2

c) Escribir la ecuacion de la asintota vertical d) lim f(x) e) lim f(x)
x—3" x—3*
f) Indicar el tipo de discontinuidad que tiene en x = 3 g) lim f(x) h) lim f(x)
i) Escribir la ecuacion de la asintota horizontal ) f(-2)
Resolucién

a) -oo b) asintética o de salto infinito C)AV.:x=-2 d)5 e) 2

f) de salto finito g) -0 h) 5 i)AH:y=5 j) no existe

a1 2 X

4) Considera la funcion f cuya grafica es » Determina:

a) lim f(x) b) lim f(x) c) Escribirla ecuacién de la asintota horizontal d) Ilim f(x)
X—>00 X——00 X—)—2_

e) lim f(x) f) lim f(x) g) lim f(x) h) Laecuacién de su asintota vertical
x—>-2+ x—0" x—0*

i) El tipo de discontinuidad que tiene la funciéon en x = - 2
j) El tipo de discontinuidad que tiene la funcién en x = 0
Resolucién

a)5 b) +oo c)AH.:y=5 d) 10 e) 2

f) —o0 g) +oo h)AV.:x=0 i) de salto finito j) de salto infinito

- Pagina 25 -



LIMITES Y CONTINUIDAD PROFESOR: RAFAEL NUNEZ NOGALES

Se pide:

a) lim f(x) b) lim f(x) ¢) Indicar el tipo de discontinuidad que tiene en x = 1
x— 1T x— -1
d) Escribir la ecuacién de la asintota vertical e) lim f(x) ) lim f(x) g) lim f(x) h) lim f(x)
X— 6 x— 67 X—>6 x—>1
i) Indicar el tipo de discontinuidad que tieneenx=6 j) lm f(x) k) lim f(x)
X—> +00 X—> =0

1) Escribir la ecuacion de la asintota horizontal m) f(-1)
n) Indicar el tipo de discontinuidad que tiene en x = -1 i) Indicar si es o no continuaen x = 2
Resolucién
a) -oo b) 400 c) evitable d)AV.:x=-1 e)3 f) 4 g) no existe h) 3

i) de salto finito  j) +o0 k)1 DAH.:y=1 m) no existe  n) de salto infinito 1) continua
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6) Sea fla funcion dada por la grafica.
9 ‘Y
8

7

-

Se pide:

a) lim f(x) b) lim f(x) c)Indicar el tipo de discontinuidad que tiene en x = 2
x— 1% x— 1"

d) Escribir la ecuacién de la asintota vertical e) lim f(x) f) lim, f(x)
x—5 x— 5"

g) lim f(x) h) lim f(x)

x—5 Xx— 4
i) Indicar el tipo de discontinuidad que tiene en x = 5 i) lim f(x)

X—> 400

k) lim f(x) 1) Escribir la ecuacién de la asintota horizontal en —co m) f(2)

X—> —00
n) Indicar el tipo de discontinuidad que tiene en x = 1 n) f(5)

Resolucién
a) +oo b) -0 c) evitable d)AV.:x=1 e)6 )0 g) no existe h) 5
i) de salto finito j) oo k) 2 DAH.:y=2 m) no existe n) de salto finito n) 6
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7) Sea fla funcion dada por la grafica.

1 &
| \4
'
: 6
1
1
i 5
'
'
1 4
'
1
1 3
'
'
'
1 2
1
L
L 4
'
'
-2
1
'
'
'
1
'
'
'

]

Se pide:

a) l'lrr;+ f(x) b) lirr;f f(x)  ¢) Indicar el tipo de discontinuidad que tiene en x = 2
X—> — X—> —

d) Escribir la ecuacion de la asintota vertical e) lim f(x) f) lim f(x)
X— 2 x— -3
g) lim f(x) h) lim f(x) i) Escribir la ecuacién de la asintota horizontal en —co i) f(2)
X—> +00 X—> —00

k) Indicar el tipo de discontinuidad que tiene en x = -2 1) £(0)
Resolucién
a)l b) +o0 c) evitable d)AV.:x=-2 e)l f)5 g) -0

h) -3 i)AH.:y=-3 j) no existe k) de salto finito D1

Propiedades de los limites en el infinito, reglas para el calculo de limites, indeterminaciones

Si dos funciones f(x) y g(x) tienen limite cuando x tiende a +00 entonces:

lim [f(x)xg(x)]= lim f(x)£ lim g(x)

lim f(x).g(x)= lim f(x). lim g(x)

X—> o0 X—> o© X—> o©

l f(X) xlimoo f(X)

im = —

x—>o g(x) lim g(x)
X—> o0

St lim f(x)=L, Llim g(x)=w= lim f(x)+g(x) =L+ . Este resultado se expresa asi:

X—> o0 X—> o0 X—> o0
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También se cumplen las siguientes reglas:

|L—oo=—oo| |oo+oo=oo| |—oo—oo=—oo| |oo—oo—>lndeterm'tnaclén

oo, stLL>0 - —
90.00 = 00| |L.oo = . 10.00 — Indeterminacion|
—o0,stL<0

9
(e 0]

o0 . .. |IL . ., 0 . ..
=0 EZiw Indeterminacion 6=ioo Indeterminacion 6—>IndetermlnaCLon

o0 . . 7
— > Indeterminacion
o0

o, sitL>1
0,siL<1

S'LL>O,L°°:{

|ooO —>Indetermlnacién| |OO —>Indetermlnacién| |1oo —Indeterminacién

Limites de funciones polinémicas

. : . . a a
Observemos primero quesin>0, lim x"=wo y lm —=-=-=0.
X—>00 x—0o X" 00

Entonces, si tenemos que calcular el limite en co de un polinomio, por ejemplo, p(x) = ax? + bx + c:

2
ax“ +bx+c b C . .
—2.x2 =(a+ — + — ).x2 ~ax? = lim (ax2 +bx+c)= lim (axz)
X X X X—>0 X—>0

Como ax? +bx+c =

tiende tiende
alenwo  30enw

Este resultado es valido para cualquier polinomio.

Es decir, si p(x) es un polinomio, | lim p(x) = lim ax", siendo ax" el término de mayor grado de p(x)
X—>»00 X—»00

Para calcular lim p(x) también se puede usar la regla anterior

X—>—00
Ejemplos:.
lim (=7x° +3x—2) = lim (=7x%) = —7.00 = -0 lim (x*=5x%> +x-4) = lim x* =0
X—>0 X—>00 X—>0 X—>0

lim (2x° +7%° +1) = lim (=2x°) = (=2).(~0)> = —2.(—00) = o0

X—>—00 X—>—00
Por tanto, las funciones polinémicas no tiene asintotas horizontales porque su limite es co 6 —oo.

Actividad resuelta

Calcula:
a) lim (4+2x- 3x2) Resolucién lim (—3x2) =-3.0=
X—>00 X— ©

b) lim (-4x>-5x*+x—3) Resolucién lim (—4x>)=—4.(—0)=

X—>—0 X—> =0
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Limites de funciones racionales

Sea f(x) = p(x) una funcién racional y sea ax™ el término de mayor grado de p(x) y bx" el de mayor

q(x
lim p(x) lim ax™ m m
grado de q(x). Entonces, lim p(x)zx__”w = X24%® — lim &= lim PO _ lim &
x—>+0 q(x)  lim q(x) im bx"  x—+o bx" x—+0 (X) x>+ bx"
X—>+00 X—>+00

Los casos que se pueden dar son:

1) [Stm>n, lim M:J_roo
X—>+00 q(x)
jemplos

3 -2x*-1 . 3% . 3 3

lim ————— = lim —= lim =x==.(+0) = +®

X—>+00 4x4_7x+9 X—>+00 4)(4 X—>+w0

im 22X 2 i 22 i 2250 = 22 ()= o
xo+0 3241 xowo 3x2 xowo 3

4 4 _
im 3 i X im X o]

>0 2x—3x> =4 x50 -3x> x> 3

En este caso el limite es +00 ¢ -co y no hay asintota horizontal.

2) ISim=n, lim @23
X—>+00 q(x) b
Ejemplos
) 6x° —x% +3 . 6x> . 6
lim —5————= lim g = lim —=-3
x40 —2x° +AX =T x40 —2X7 x40 —2
. 5x? —x* +1 . 5x° . 5 5
lim =——  ~ = |lim =—= lim ===
x>40 IX) X =3 x>0 Ix°  xo40 7 7
, 5x%2 —4x -9 _5x% [5
lim —— = lim ==
xoto (3x-5) o 9x® |9
1+2x—3x°

2,3
lim ———; =lim3—X3=

X—>+00 x _x _4 X—>00 _X

6x—5 . 6x—5 i §_6

x—ow 2X—1 _x—>oo 2X—1_x—)oo 2x 2

O |

I a P .
En este caso el limite es — y la asintota horizontales AH.:y =
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3) ISim<n, lim M=O
X—>+00 q(x)
Ejemplos
. x> —x2 . 3 . 1 1
lim ————— = lim = lim = =
X—>400 _6)(8 4+2x—=1 x—>+w _6)(8 X—>400 _6)(5 —00
lim = lim i = i =0

x—+0 4X—3  x—>+0 4X 400

o (4x-1)
lim ———r—
X—>-0 x> +2X“ -3  x-o>-o X

2
= lim @:@

En este caso el limite es 0 y la asintota horizontales AH.:y =0

También se puede hallar el limite de una funcién racional dividiendo todos los términos de la fraccion
entre la mayor potencia de x que aparezca en la fraccidn, aunque es un proceso bastante mas largo.

Para calcular lim @

también se pueden usar las mismas reglas.
x—— q(X)

Resumiendo

+o0, SLM>n

. X a .
lim & =4—,Stm=n ,siendo ax™ el término de mayor grado de p(x) y bx" el de mayor grado de q(x).
x—o q(x) |b
0,sim<n

También se puede hallar el limite de una funcién racional dividiendo todos los términos de la fraccion
entre la mayor potencia de x que aparezca en la misma.

Actividades resueltas
1) Calcula los siguientes limites:

2x +1  4x® —5x* +1 ([ 6x° +3—-4x® +5x* -1 C(2x% +2+5x2
- Resolucién /im = [im =
x+1 3x+3 x>0 3x+3 3x+3

X—>0

b) um(Xz”_iJ

x—mo| X—1 X—2
Resolucién
2 oy W3 3 52 e A3 4
o—oo Indet. = lim (x“+3)(x—2)—x(x 1): lim X~ =2X° +3Xx—-6-X"+X ~ lm Lz
X— o (x=1)(x-2) X—> X2 —3x+2 x> o X
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2) La cantidad, C, que una entidad bancaria dedica a créditos depende de su liquidez, %, segtn la funcion
150 +5x
100
200 +10x
25+3x

horizontal e interprétala en el contexto del problema.
Resolucién

Como lim C(x)= lim 200+10x _ lim l.i=m—> La asintota horizontal en © es |A.H.en w:y= 19
x> o0 x—» o 254 3x x—>o 3x 3 3

, sSt10<x <50
donde Cy x estan expresadas en miles de euros. Calcula la asintota

C(x) =
, St x>50

Interpretacion: cuando la liquidez tiende a ser infinitamente grande la cantidad dedicada a créditos
tiende a 10/3 =~ 3333 €

3) Sea f(t) el porcentaje de ocupacion de un determinado complejo hotelero en funcién del

—5t2+20t, si0<t<6

tiempo t, medido en meses, transcurrido desde su inauguracién: f(t) =

90t - 240 Sit>6
t+4
a) ;Es continua la funcién en t = 6?
Resolucién
. . 5 2 5 2
lim f(t) = lim (==t +20t)=-=6“ +20.6 =30
t> 6 to>6 2 2 )
Como = Es continuaent=6
. . 90t-240 90.6-240
lim f(x) = lim = =30

b) ;Llegaria en algiin momento a estar completo en caso de que estuviese abierto indefinidamente?
Resolucién

Como lim f(t) = lim 90t-240 =90 = Estara casi al 90% = No estara completo
t— o tow  t+4

Limites de funciones con radicales

Veamos como se pueden hallar limites con funciones con radicales.

Actividad resuelta
Calcula los siguientes limites:

a) lim 2+9x Resolucién [ lim 259X _ J9=3

x> | x—10 X—>o0 X —

2
im Vax+x

x> D 4 5y’

Resolucion
Como se considera gradonumerador 2/: 1 =gradonumerador < gradodenominador = El limite vale 0
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2x* —3x—4
Q) lim 2X =32
X xt+1
Resolucién
Se considera grado denominador = % =2 = numerador y denominador tienen igual grado
2x* 3x 4 3 4 3 4
2 T2 a2 2T T
lim X—X_X_— |im X = lim X =2
X—>00 X4+1 X—>00 X4 1 X—>00 1 1
2 At a A
X X" X
d) im (Wx* +x —vx+7)
Resolucién
. \/x +X —X+7) \/x +X +VX+7 X2+ X — (x+7) x> —7
o —ooIndet. = lim = lim = lim =0
X NN X—’w\/x +X+VX+7 X—’w\/x +X+x+7
e) lim (qlx(x+ 1) —x)
Resolucién

(\/x +X —X). \/x +X+X) x2+x G

Solucidon: o — o Indet. = lim l = lim ——

X0 \/X +X + X © U2 Ex X X X2 £ X X

><\><

= lim —_2—=lim ——=lim ——

X—>00 J X—>0 7+7+1 X—>00 1+ +1

+

f) lim (x—vx2 -1)

X—>+00
Resolucién

w—o Indet. = lim (= ~1).0e N - 1) = lim i 1)— lim
X—>0 X+ /X2_1 X—> / _ X0 y o ’X _

- Pagina 33 -



LIMITES Y CONTINUIDAD PROFESOR: RAFAEL NUNEZ NOGALES

X—>+00
Resolucién
(JX3,X N \/X3,2X2) (\/x3 —x =3 = 2% ) (\/x3 “x + 3 —2x2)
lim (\/x3 -X —\/x3 —2x2) > lim =
X—>+00 . (\/)(3_)( + \/)(3_2)(2) X—>+0o0 '\/X3 —X + '\/X3 _2X2
x3—x—(x3—2x2) 2x% —x

X_>+°O\/x3—x +\/x3—2x2 X_>+°°\/x3—x +\/x3—2x2
El grado del numerador es 2. El mayor grado de los polinomios del denominador es 3, pero al estar
dentro de una raiz cuadrada el grado que se considera es 3/2.

Para hallar el limite vamos a dividir todo entre x2 que es la potencia con mayor exponente.

22 X 1 1
. 252 . 2= . 2= 2
lim X X = lim X = lim X == — 4w
X—>+00 \/X3 _x \/X3 _ 2X2 X—>+00 X3 _x X3 _ 2X2 X—>+00 1 B i N 1 3 i ot
2 + 2 2 + A X 3 X 32

Para calcular el limite cuando x — -oo también se pueden usar las mismas reglas.

Calculo de asintotas horizontales a partir de la férmula

Se dice que una funcidn tiene una asintota horizontal, A.H.,en +cosi lim f(x)=L,siendo L € R.
X—> +00

Analogamente se puede hablar de asintota horizontal en -0 si lim f(x) =L.
X—>—00

- Las funciones polinémicas no tienen asintotas horizontales porque lim p(x) =+
X—>*o0

- Las funciones racionales so6lo tienen asintotas horizontales cuando m < n.

Sim<n,AH.:y =0 (el eje X)
Sim=n, AH.:y= E (a, b eran los coeficientes de los términos de mayor grado de los polinomios)

Las funciones exponenciales de base “a” solo tienen una asintota horizontal, que es el eje X
(de ecuacibny =0)yaque lim a*=0,cuandoa>1 y lim a*=0,cuandoO<a<1.

X—>—00 X—>00
Ya vimos que no tienen asintotas verticales porque son funciones continuas:
pe ALY
Y _ (1/5\X
X y= (/3)
y=2

X X

[ — »

v |4
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w_n

También vimos que las funciones logaritmicas de base “a” tienen una asintota vertical, que es el eje Y (de
ecuacion x = 0) ya que lim log X = F00. No tiene asintotas horizontales:

x—0
ALY

I y =log> (x) y = logi3 (X)

X

Asintotas oblicuas, calculo de asintotas oblicuas de las funciones racionales
Se dice que una funcién f(x) tiene una asintota oblicua, A.O.: y = mx +n, en +oo si se cumple
que cuando x —»+oo la grafica de f(x) se aproxima cada vez mas alarectay = mx + n.

Es decir, lim [f(x)—(mx+n)]=0
X—>+00

De forma analoga se puede hablar de asintota oblicua en -oo.

Por ejemplo, la recta que se indica en el siguiente dibujo es una asintota de la grafica de la funcién en co y
en —-oo,

3 S g 3 a 3 &
o) ASINTOTA OBLICUA

& 5 =3 3
/-\ a4

Las funciones polinémicas no tienen asintotas oblicuas salvo cuando el grado es 1: la propia funcion
esla A.O.

En las funciones racionales, si m es una unidad mayor que n, entonces hay una asintota oblicua en +oo la
recta de ecuacidon A.O. : y = c(x), siendo c(x) el cociente de la division p(x) : q(x)

o(x) o(x) ()
a0 = 9% g0 = 40

Entonces, lim [f(x)—c(x)]= lim o _ 0, pues el grado de r(x)< grado de q(x)
X—>00 x— (X)

Demostracion: Sea f(x) = (forma mixta de la fraccién)

6x% —5x+1
2x—7

6x>—5x+1 | 2x-7
X X IX— . Por tanto, la asintota oblicuaes A.O.: y=3x+ 8
r=57 3x+8=c(x)

Ejemplo: Calcula la asintota oblicua de la funcién racional f(x) =

Analogamente se hace en -co.
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Posicion de la grafica respecto de la asintota horizontal u oblicua

- Si la asintota es vertical se calculan los limites laterales.

- Si la asintota es horizontal u oblicua, la grafica estd por encima de la asintota en +co
cuando y .Osea,y

grafica > yasintota grafica - yasintota

=

= F[:X)—Z.":-D
] T

‘e . . ] - _
La grafica estara por debajo de la asintota en +oo cuando Yaratica < Yasintota” O sea, Yarstica ™ Yasintota < 0

El mismo razonamiento se puede hacer en -oo.

Actividades resueltas

1) Estudia y halla todas las asintotas de la grafica de la funcion f, la posicidn de la grafica respecto de las
asintotas y haz una interpretacién grafica en los siguientes casos:

2
X+ 3
a) f(x) =
) X2 — 4
Resolucién
lim f(x) = 2* :6:ioo;A_V:X:2;H o7
x—> 2 2°-4 lim+f(x):—+:+oo
X2 —4=0¢>x=2x=-2; X2 0
: 7
M3 7 ltmsz(x):_+:+oo
lim f(x):$:6=iw;A.V:x:—2;x_)_ 07
o -2y =4 lim f(x)=—=-o
x— -2F 0

Como el grado del numerador es igual que el del denominador hay una asintota horizontal en +

2 2 2
3 x4 =X 3 14t AHiy-1

r=7 1l=cx) = xX2-4 = x*-4

X2 +3 1 Es>0,stx—+o
Y grafica ~ Yasintota = 3 L= .

X -4 x> -4 Es >0, st x > —©

Luego, la grafica esta por encima de la asintota en +o0 y en —co
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: % :
| 1
1 1
| 1
1 1
| 1
1 1
| 1
1 1
1 1
1 1
| _ 1
1z = —2 :c_2:
i !
1 —
----------- f----------------------------------------r-------------- -
: el : S
1 1
1 1
1 1
i :
1 1
1 1
1 1
| 1
1 1
| 1
1 1
1 1
| 1
| 1
| 1
| 1
| 1
! !
3
X
b) f(x) =
) x2 -1
Resolucién
3 1 l'lr?-_f(x)=i:—oo
lim f(x) = 5— == =#oo; AVix=1; * 0
x—1 -1 0 H — —
lim_ f(x) = —=+o
x2—1:0<—>x:1,x:—1; x>1 0 1
1y . liml_f(x):_—+:—oo
lim f(x):%:%:iw;A.V:x:—l;X#_ 01
ot H- lim () = == = 420

x—> 1%

Como el grado del numerador es 1 mas que el del denominador hay una asintota oblicuaen t oo
3 2 3
1

X X = X X
f(x) = > =X+ ;AO. Yy =x
r=x X=cXx) x“ -1 x“ -1
X x Es>0,six—+w
Ygrafica yasmtota_xz_l _X2—1 Es <0, si X — —oo

Luego, la grafica esta por encima de la asintota en +oo y por debajo en —-oo
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: v :
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
— 1

z=—1 : T = 1:
. : y = f(x)
: 1 __’—’-:__’_-_‘
1 ! -————
1 : ——--—--_--
: _——----q—-_-— y:$
: ---—" === - l

-——-‘——-_--
-—----- 1
- 1
—

2) Halla las asintotas de la funcién f(x) = % , 1a posicion de la grafica respecto de ellas y, usando que

la funcién no tiene extremos (0 sea maximos ni minimos), dibuja de forma aproximada su grafica

Resolucién
lim f(x) = i_ = —o0
Observa que, D(f) = R - {1}. Como x>l 0 = la asintota vertical es A.V.: x =1
lim f(x) = — =0
x—1* 0"
lim f(x) = 6 =2 =la asintota horizontal en o es A H.: y =2.
X— too 3
6Xx —5 ) 6x —5-2(3x—3) 1 Es >0, cuando x —
L - , = — = = -
Yerifica ™ Yasintota = 3,73 3x—3 3x—3  Es <0, cuando x — —
Luego, la grafica esta por encima de la asintota en +oo y por debajo en —oo
&Y :
AV.:x=1i
AH.y=2 j |
\ ; e

- Pagina 38 -



LIMITES Y CONTINUIDAD PROFESOR: RAFAEL NUNEZ NOGALES

3) Determina todas las asintotas de las siguientes funciones y la posicion de la grafica respecto de ellas:

_bx—7

) f(x) 4x -8

Resolucién

lim £(x) == = —0
., . 5 , X2 -
Solucion: 4x-8=0<x=2; lim f(x):6:ioo:>A.V.:x=2. Ademas

x> 2 lim f(x)=—=00

x— 27 0
lim f(x):§:§:>A.H.:y:§.
X—> +o0 4 2 2
, 6x—-7 3 2(6x-7)-3(4x-8) 10 Es >0, cuando x — 4o
Ademas,y , -y . = -== = =
gréfica “asintota 4x—8 2 2(4x - 8) 8x-16 Es<0, cuando x —» —»

Luego, la grafica estd encima de la asintota en +0o y estd por debajo de la asintota en —oo

X241

b) f(x) =
) 1 X° +2X

Resolucién
limi f(x)= Oi_ =—w
Soluciéon: x°+2x=0<x=0,x=-2: lim f(x)= 1 =100 = AV.:x =0. Ademas, X0
x— 0 0 .
im f(x)=—=
x— 0" ot

lim f(x) = — =oc

lim f(x)= El =400 = AV.:x =-2. Ademas, o 0
X— =2 0 .
lim f(x)=—=-x
x— -2+ 0

lim f(x)=l:1:>A.H.:y:1.
X— © 1

_x2+1—(x2+2x)_ 1-2x Es <0, cuando x -

2
. x“+1
Ademas,y . -y =———-1= 3 == =
grafica  “asintota  y< 4 Dy X4 + 2X x*+2x Es>0, cuando x — -

Luego, la grafica esta debajo de la asintota en +o y esta encima de la asintota en -oo
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X~ +5x
f(x) =
c) f(x) 3
Resolucién

o4 lim_ f(x)= ﬁ =—o0

x—3=0=x=3: lim f(6) =2 =+ = AV.: x=3. Ademas ** 0

X—3 0 . 24

lim f(x) = — =

x—3" 0

Como el grado del numerador es 1 mas que el del denominador, la funcién racional tiene una asintota
oblicua.

2
X +5x X—3 24
La calculamos: Ii . Por tanto, la asintota oblicuaes A.0.:y=x+ 8, f(x) =x+ 8+ ——.
r=24 x+8=c(x) X=3

24 Es >0, cuando x — »
e
x—3 Es <0, cuando x — —
Luego, la grafica estd encima de la asintota en +0o y estd por debajo de la asintota en —oo

ygréfica - yasintota =

2% -1
) f(x) = 2
X
Resolucién
1 limﬁ f(x) = _—} =0
lim f(x)= — =40 = AV.: x=0. Ademas, *°
x—0 0 . -1
lim f(x)=—=—0
x—0" 0"

Como el grado del numerador es 1 mas que el del denominador, la funcion racional tiene una asintota
oblicua.

2% -1 X -1
La calculamos: |7 . Por tanto, la asintota oblicua es A.0.:y = 2x, f(x)=2x+—.
r=-1 2x=c(x) X

-1 Es <0, cuando x — «
e = . = = -
ygraflca Yasintota X Es > O; cuando x —» —0

Luego, la grafica estd debajo de la asintota en +oco y esta encima de la asintota en -co

3
X~ +1
f(x) =
) fx) x+1
Resolucién
1001 11 5
. 0 .o Xc—x+1
x+1=0<=x=-1; llmlf(x)=6lndeterm -1 -11-1 -1 -1= llm1—=3
X—— |1 _11 I_O |1 Ig X——

Luego, la funcién racional no tiene asintotas verticales.

Como el grado del numerador es 2 mas que el del denominador, la funcién racional no tiene asintotas
horizontales ni oblicuas.

- Pagina 40 -



LIMITES Y CONTINUIDAD PROFESOR: RAFAEL NUNEZ NOGALES

4) Dada la funcién f(x) = ax -
2x+4

a) Halla la ecuacion de la asintota vertical y la posicidn de la grafica respecto de ella hallando los limites
laterales que correspondan.

Resolucién
Ix+4=0<sx=—2: lim fo= lim XL _A4C-1_9 | Av..x=-2
x—> =2 x>22x+4 2.(-2)+4 O

4x -1 x =21 -9

lim > — =40
x>-2" 2X+4 0

im XL x-a0 I
x—>-2" 2x+4 0"

b) Calcula la ecuacion de la asintota horizontal en +oo hallando el limite que corresponda.

Resolucién
im )= lim XL i P im 222 ARy =2
X—> +00 Xo+0 2X 4+ 4 x40 2X  X>+®

¢) Haz una interpretacion grafica representando las asintotas y la situacién de la grafica respecto de ellas
sabiendo que la funcién es creciente.
Resolucién
*Y &
16
14

12

10

=

S 1
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1-6x
3x+3

a) Halla la ecuacion de la asintota vertical y la posicidn de la grafica respecto de ella hallando los limites
laterales que correspondan.

5) Dada la funcién f(x) =

Resolucién

320 x=—1: lim fx)= lim 2=2X_1=6CD _7_
x—> -1 x>-13x+3 3.(-1)+3 O

lim 1-6x x =11 7

too. AV.: x=-1

1 > — =0
x—>-17 3x 4+ 3 0

lim 1-6x_ x--09 >l=+oo
x—-1" 3x + 3 0"

b) Calcula la ecuacion de la asintota horizontal en +oo0 hallando el limite que corresponda.

Resolucién
im 6= lim 229 _ lim 22X 2 im 222 ARy =2
X—> +00 x>+0 33X +3  xo+o 3X X—>+00

c) Haz una interpretacion grafica representando las asintotas y la situacion de la grafica respecto de ellas
sabiendo que la funcion es decreciente.

Resolucién
I'\4 &

12
10

8

T

$

-8

-10

[ P —— S

-14
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1-10x

—5x-15
a) Halla la ecuacion de la asintota vertical y la posicidn de la grafica respecto de ella hallando los limites
laterales que correspondan.

6) Dada la funcién f(x) =

Resolucién
i 1710x o 31
S5x-15=0>x=-3; lim f(x) = lim ——tox _1-103) 3L_, pyxo3; o3 5x-15 o
X— —3 x—-3 =5x—15 —5(—3)—15 0 . 1-10x x=-29 31
lim —>—=-©
x—-3" —5x -15 0

b) Calcula la ecuacion de la asintota horizontal en 4o hallando el limite que corresponda.

Resolucién
lim f(x)= lim 110X im ﬂ: im 2> i AH:y=2
X—> +00 x—+0 —5x —15 x>+w —5\)( x—>+0w —5§

¢) Haz una interpretacion grafica representando las asintotas y la situacién de la grafica respecto de ellas
sabiendo que la funcién es creciente.
Resolucién

R{ #

18
16
14
12

-
=i
o

b & L

N
—
|
—
o
&
&
|
lq‘l
&
I
L)
I
B T T T T T Te ISR P S
|
()
—
[N ]
(&1
B
o
[=2]
~
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6Xx -5

12 -3x
a) Halla la ecuacion de la asintota vertical y la posicidn de la grafica respecto de ella hallando los limites
laterales que correspondan.

7) Dada la funcién f(x) =

Resolucién
. 6x -5 - 19
lim_ X239 5-7 - 4o
12-3x=0<sx=4: lim fox)= lim 2X72 0475 _19_ . Av.x=4; =% 12-3x 0
x— 4 x-412-3x 12-34 O lim 6x-5 y_41 19
x— 4712 —3x 0

b) Calcula la ecuacion de la asintota horizontal en 4o hallando el limite que corresponda.

Resolucién
im f00= tim 7% — m 8% C im - 2 AHy= 2
X—> +00 x—+0 12 —3x x»+oo_3\x X—>+00 —

¢) Haz una interpretacion grafica representando las asintotas y la situacién de la grafica respecto de ellas
sabiendo que la funcion es creciente.

Y
15“

14
12
10

Resolucién

N e 3

=4
|
.
(%]
(X
- i SR ——
n
o
-q.q
=]
wr
—
=
—
-
-y
3%
Y
]
-
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5-12x

4x +8
a) Halla la ecuacidn de la asintota vertical y 1a posicion de la grafica respecto de ella hallando los limites
laterales que correspondan.

8) Dada la funcién f(x) =

Resolucién
Ax+8=0¢sx=—2: lim f(o= lim 22X 27122 _ 29, Ay .x-2

x> 2 2 4x+8 4(2)+8 0

) 5-12x _ 29

lim x=221 27— _»
x—>-2" 4x+8 0

5-12x _

im x=19 29

x>-2t 4x+ 8 0*

b) Calcula la ecuacion de la asintota horizontal en +oo hallando el limite que corresponda.

Resolucién
lim f(x)= lim >—12x lim ﬂ: lim _—12:—3 ; AH :y=-3
X—> +00 x>+ 4X + 8 X—>+00 4\X X—> 400

c) Haz una interpretacion grafica representando las asintotas y la situacion de la grafica respecto de ellas
sabiendo que la funcién es decreciente.

Resolucién
3“?(’ A C R I g

“w B ot @& =

-10 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

JEP RS R T gy g Ry I [ gy Sy
7

P R R N s iy S g |
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9) Halla la asintota oblicua de la funcién f(x) = y determina la posicion de la grafica respecto de

X2 —9

ella.
Resolucién
Como el grado del numerador es una unidad mayor que el del denominador, la funcién racional tiene una
asintota oblicua.
x> x2 -9 ) 9x
La calculamos: . Por tanto, la asintota oblicuaes A.O0.:y=x , f(x)=x+ 3
r=9x x=c(x) X =9

x3 Ox Es >0, cuando x — 4
y ,f. - y , tot = j— X - :>
gralica asintota X2 9 X2 9

Es <0, cuando x —» —©
Luego, la grafica esta por encima de la asintota en +o y por debajo en -

10) Halla la asintota oblicua de la funcion f(x) = y determina la posicion de la grafica respecto de

x2 —
ella.
Resolucién
Como el grado del numerador es una unidad mayor que el del denominador, la funcién racional tiene una
asintota oblicua.
x> x° -9 . 9x

La calculamos: . Por tanto, la asintota oblicua es A.0.:y =x , f(x)=x+ 5

r=9x x=cx) x“ =9

x> 9x Es >0, cuando x — 4o

Vorsfics = YVaci = X = =
grafica asintota X2 _9 X2 _9 Es < O, cuando x — —oo

Luego, la grafica esta por encima de la asintota en +oo y por debajo en -

X< +2
st0<x<2
11) Calcula los limites en +oo y las asintotas horizontales de f(x) = 2x =3
8x—-10
,SUX>2
x—1
Resolucion
. . 8x-10 , .
lim f(x)= lim = 8. Luego, la asintota horizontal es A.H.: y = 8.
X—>+00 X—>+0 X —
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2X— .
, SLx<2
12) Halla las asintotas de la funcién f(x) =< x+4 y la posicion de la grafica respecto de ellas
x3—3x2, stx>2
Resolucién
Solucion: x+4=0<x=-4; lim f(x)= lim 2X=5 =_—13=ioo:>A.V.:X=—4.
X— —4 x—>-4 X+4 0
lim f(x)= 22 =0
Ademas, 4 13
lim f(x)=—=-w
x—> -4+ OjL
lim f(x)= Llim (x3 —3x2) =00 = No hay AH. en «.
X—>+00 X—> +0©
lim f(x)= lim 2X=5 =2=AH en—w:y=2.
X—> —0 X— —oo X +
Ademas,y . -y = X=5 5 X=o-2k+4)  A13 g >0, cuando x — —o
grafica asintota X+ 4 X+ 4 X+ 4

Luego, la grafica estd por encima de la asintota en -oo

13) Calcula a y b para que la funcién f(x) = ﬁ tenga como asintota vertical la recta x = 2 y como

asintota horizontal larectay = 3
Resolucién

La A.V.de f es x=a porque "a" anula el denominador y lim f(x) = % = +o0,
X— a

Como nos dicen que x =2 es una A.V., entonces

La asintota horizontal de la graficade f es AH.:y = ? —AH.:y=b

Como nos dicen que y =3 es una AH,, entonces

ax’+ b

14) Sea fla funcién definida como f(x) =

para x # a. Calcula a y b para que la grafica de f pase

por el punto (2, 3) y tenga una asintota oblicua con pendiente —4.

Resolucién
2
Paraque la grafica pase por el punto(2, 3), f(2) =3 = 2" +b =3= 4a +2b =3=4a+b=3a-6=>a+b=-6
a- a-—
La asintota oblicua de la grafica de f tiene pendiente —4 = lim @
X— o X

ax’ +b , , ,

Entonces: —4 = lim —a=X___ [jm & 4B _ o, axT+b - ax +b:i:—a:>
X—> 0 X x—>» X(@—X) xowoX(@—X) x->woax—x2 -1

Luego, 4 +b =-6 = |b =—10]
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TEOREMAS EN FUNCIONES CONTINUAS

Teorema de conservacién del signo

Sila funcién f es continuaen x, y f(xo ) # 0 existe un entorno de x; en el que f(x) toma el mismo

signo que f1(x,)
Explicacion. - Si una funcién f es continua en X, las imagenes de los puntos cercanos a X no se

separan mucho de f (xo) por lo que tendran el mismo signo que esta ultima.

Interpretacion grafica f(x)

f(J'C)' f continua
en X r

f discontinua
en x,

AX)

Cuando f escontinua en X, siempre hay algin entorno de X, en el que la funcién mantenga el signo

de f(xo).
Por ejemplo, la funcion no es continua en X, y no hay ningin entorno de X, en el que la funcién

conserve el signo.

Teorema de Bolzano

Si f(x) es una funcidn continua en el intervalo [a, b] de forma que f(a) y f(b) tienen distinto signo, entonces existe al
menos un punto c del intervalo (a, b) para el que f(c) =0

f(b) > 0

fla) <0

El teorema de Bolzano dice que la grafica de la funcién f(x) corta al eje X por lo menos en un punto c en el intervalo
(a, b), es decir, la ecuacion f(x) = 0 tiene por lo menos una solucion en el intervalo (a, b).
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Explicacion. - La grafica de una funciéon continua no tiene agujeros ni interrupciones, y si “atraviesa” una
linea recta, forzosamente tendra un punto comun con ella.

Interpretacion grafica

f(x) f(b)>0 |

La grafica de la funcion necesariamente ha de atravesar al eje X al pasar del semiplano inferior al
semiplano superior, y por lo tanto f(x) se anulara al menos en un punto (en este caso concreto en tres).

o F
f(a)>0

f discontinua
en x,

f(x)

Aunque la funcion cambie de signo en los extremos de [a, b], observa que si no es continua en dicho

intervalo (en el ejemplo es discontinua en X, € [a, b]) puede que no se anule en ningin punto de ese

intervalo (como en la del ejemplo).
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Teorema de Darboux (o teorema de los valores intermedios)

Sila funcién f es continua en el intervalo [Cl, b] y k es un niimero comprendido entre f(a) y f(b),

o0 sea f(a) <k< f(b) entonces existe algin punto C € (a,b) tal que f(c) =k

Explicacidn. -Es una consecuencia inmediata del teorema de Bolzano.
La grafica de una funcién continua f en el intervalo [a, b] atravesara cualquier recta horizontal situada

entre f (a ) yf (b) Por lo tanto, la funcion tomara dentro del intervalo (a, b) cualquier valor

comprendido entre f(a) y f(b)

Interpretacion grafica.
Intenta demostrar este teorema como consecuencia directa del de Bolzano:

iAplica Bolzano a la funcién g(x) = f(x) —k!

£(b) f(x)
k
f(a)
a c b

Otra consecuencia inmediata del teorema de Bolzano es.

/'y gson dos funciones continuas en [a,b] y f(a) < g(a) yf(b) > g(b) entonces existe un
numero C € (a,b) tal que f(c) = g(C) jAplica Bolzano a la funcion h(x) = f(x)— g(x)!

f(x)

g(x)
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Teorema de Weierstrass

Si una funcidn f(x) esta definida y es continua en un intervalo cerrado [a, b], entonces f(x) alcanza al menos un

maximo y un minimo absolutos en el intervalo [a, b].

Es decir: hay al menos dos puntos c y d pertenecientes a [a, b] donde f alcanza valores extremos absolutos:
Maximo

Minimo

a b
El teorema de Weierstrass no nos indica donde se encuentran el maximo y el minimo, sélo afirma que existen.

Es decir, existen dos nimeros cy d de dicho intervalo para los que se verifica:

cualquier x€la,b] cumple f(c)< f(x)< f(d)

madximo
M=f(c) o)

m=f(a)
minimo

a=d [= b

En la funcién f del grafico, observa como el maximo o el minimo pueden alcanzarse, bien en un extremo,

bien en un punto interior del intervalo.
Asi en este ejemplo el minimo se alcanza en “a” y el maximo en “c”.

Observa que si el intervalo fuese abierto no podriamos asegurar la existencia de maximo o minimo en el
intervalo. En el ejemplo anterior,

/ no tendria minimo en el intervalo (a,b) yaque d & (a,b) .

f(x)

Si f no fuese continua en [a, b] , en el siguiente ejemplo es discontinua en C, no estaria garantizada la

existencia de maximo o minimo en dicho intervalo pues la funcién podria no estar acotada (como en el
ejemplo) en dicho intervalo.

-~
¥

M=f(c)

recorrido
de f

m=f(d)

La consecuencia inmediata del teorema de Weierstrass (y teniendo en cuenta el teorema de los valores
intermedios), es que el recorrido de la funciéon f esta en el intervalo [m, M]
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