VECTORES DEL ESPACIO PROFESOR: RAFAEL NUNEZ NOGALES

VECTORES EN EL ESPACIO

Vector fijo

Un vector fijo AB es un segmento orientado con origen en el punto A y extremo en el punto B

- extremo
médulo / o
/

sentido

A origen

“direccion

Todo vector fijo AB tiene tres elementos:
Médulo: Es 1a longitud del segmento AB. El médulo del vector AB se representa por | AB|.
Los vectores de mddulo 1 se llaman unitarios.

Sentido: Es el que va del punto A al punto B. Viene determinado por la punta de flecha. En una direccion
siempre hay dos sentidos: el que vade Aa By el que vade B a A.

Direccion: Es la que determina la recta que pasa por Ay B.

Cuando dos vectores tienen la misma direccién decimos que son paralelos.
Dos vectores paralelos pueden tener el mismo sentido o distinto sentido:

S

Dos o mas vectores son equipolentes entre si si tienen el mismo mddulo, direccidn y sentido
B

Por ejemplo, los vectores AB, CD y EF /‘/‘ son equipolentes
C E

Vector libre
Un vector libre es un conjunto de vectores fijos equipolentes entre si. Cada uno de estos vectores se llama
representante del vector libre.
Para representar un vector libre se toma cualquiera de sus representantes.

Los vectores libres se suelen expresar con letras minusculas

De ahora en adelante cuando hablemos de vector sin especificar el origen y el extremo nos estamos
refiriendo a un vector libre.

El conjunto de todos los vectores del espacio se llama espacio vectorial y se suele representar por V3,
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Operaciones con vectores de forma grafica

Para sumar dos vectores se puede hacer de dos formas:
- Regla del paralelogramo: Se toman dos representantes, a y b con el mismo origen

Por el extremo de a se traza una paralela al vector b y por el extremo de b setraza una paralela al

vector a que se cortardn en un punto. Elvector a + b es el vector que va desde el origen comin de
ambos vectores a dicho punto de corte

Regla del
paralelogramo

- Regla del tridngulo: Se dibuja un representante del vector b cuyo origen sea el extremo de a

Elvector a + b es el vector que va desde el origen de a alextremode b

Regla del
tridngulo

Dos vectores son opuestos si son paralelos con el mismo maédulo, pero sentidos opuestos

—_

—a

Por ejemplo, los vectores a y — a son opuestos
—

—

a

Para restar dos vectores se le suma al primero el opuesto del segundo: u—v=u+(-v)
Graficamente se puede hacer de cualquiera de las siguientes formas:
—

=
|

<\

Para multiplicar un nimero por un vector: Dado un vector % y un escalar k € R, el vector £ v es un

vector paralelo a v con el mismo sentido que v,sik>0 y con sentido opuesto, si k < 0 y de médulo |k|
|V

U
3.V /'@-/70'

="

Dos vectores U y V son paralelos o linealmente dependientes, u // v, si u =A v

- Pagina 2 -



VECTORES DEL ESPACIO PROFESOR: RAFAEL NUNEZ NOGALES

Propiedades de las operaciones con vectores

Siq, BeRy u,v y W vectores, se cumplen las siguientes propiedades:
1) Conmutativa: u +vV =v + U 2) Asociativa :(ﬂ + 17)+ w=u +(w7+ W)

—

3) Elemento neutro: u + 0 =u 4) Elemento opuesto: u +(—u )=0

5) Distributivas : a(5+ V)=au +av’ (@+Pu=au +pv  a(pu)=@Au

Combinacién lineal de vectores

Dados tresvectores u , vy W , decimos w es combinacidén lineal (cl)de u y v

si w =au +bv, cona beR,siendoayb nimeros reales no todos nulos

Por ejemplo, el vector W=3U+2V esclde u y v

Dos vectores u y Vv paralelos son siempre Ld.

En general, dado un conjunto de n vectores u; , U, , ..., U, unacombinacion lineal (c.l.) de ellos es un

vector X =ajuy +a Uy +...+a,u, ,siendo a,a, a,, .., a nimeros reales no todos nulos.

Dependencia lineal. Base del espacio vectorial, componentes

- Dos vectores no nulos u y v son l.d. si no son paralelos. Es decir, 3 k € R tal que u=kv
En otro caso, se dice que son l.i.

Por ejemplo, los vectores .
son Li.
- Tres 0 mas vectores no nulos son l.d. cuando al menos uno de ellos se puede poner como c.l. de los otros.

Esto ocurre cuando los vectores estan en el mismo plano.
Cuando tres vectores no estan en el mismo plano se dice que son Li.

w

Por ejemplo, los vectores ﬂ, v y w . son Li.

=1

Se puede demostrar que mas de tres vectores son siempre l.d.
Una base de V3 es un conjunto de tres vectores Li., es decir tres vectores no nulos y no coplanarios

SiB= {a, u, @} es una base de V3y v es cualquier vector entonces sabemos que LT{, g, u__{ y Vv

son l.d. por tanto Vv se puede expresar como combinacion lineal de los vectores de la base:

Vv =au +bu, + cuy
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Se puede demostrar que la expresion de v como c.l. de los vectores de la base es unica.

i

(a,b,c)

-

Los terna de niimeros (a, b, ¢) se llaman componentes del vector v enlabase B y se escribe asi:
v =(a, b, ¢
v3 5 R3

De esta forma a cada vector de V3 le corresponde una terna de nimeros de R3  _.
Vi (a,b,c)

Por ejemplo, si B = {ﬁ, u,, Z} es una base de V3 y nos dan el vector v =51, —3u, + g , las
componentes de v enlabase B son (5,-3,1
Observa que las componentes del vector nulo son 0 = (0,0,0)

La base candnica esta formada por los vectores unitarios en la direccién de los ejes de coordenadas y es
B={T,J, Kk}, donde T =(1,0,0) J=(010)y k =(0,0,1)

4

k

ot v
—i4

X

Observa que cualquier vector v =(,b, c=al + bT +ck

Dependencia lineal de vectores v operaciones

Sean U = (W, Uy, u3) , v = (V1 v2,V3) Y W = (W, Wy, W3) vectores del espacio

B:{E,V,W} esbasede V3 & u, v y w sonl.i.<—>rg(ﬂ,17 y W)=3<—> det(ﬁ, v, W);éO

Sean los vectores U = (uy, Uy, U3) Y V =(¥,V5,73) y k € R un escalar. Entonces

—

U4V =(Up+V, Uy +Vy, Us+V3)| U =V =(ug =V, Uy — Vo, Uz —v3)| |k U = (kuy, kuy, kug)
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PRODUCTO ESCALAR DE VECTORES

Definicion de producto escalar

Dados dos vectores u y Vv ,

el producto escalarde u y v se puede hallar conlaférmula |u.v = ‘u‘ . M .cosa|, siendo a el angulo

quevade u a v .Observa:

1) Siaesagudo = cosa>0 = u.v>0 2) Si aes obtuso = cosa <0 = u.v <0

Por ejemplo, si u y vV son vectores que miden 3y 4, respectivamente y forman un angulo de 602

— = - 1
entonces su producto escalar es u.Vz‘u‘.‘V‘.Cosa=3.4.cos60°=3.4.5=6

Recuerda las r.t de los angulos mas usados

30° 60° | 0° |90° |180°
sen | 1 1 NE) 0] 1 0
2 2 2

N

NNSE

cos \/§
2

N

Interpretacién geométrica del producto escalar

OA’" es el vector proyeccién de u sobre v

[0A7] .
Observa siempre que a sea un angulo agudo: cos a = ‘T = ‘ u ‘.cosoc = ‘ OA’ ‘
u

Luego,como u.v =|u HV ‘.cosoc entonces |U .V :‘v HOA' ‘

Interpretacion: El producto escalar de dos vectores u y vV es igual al médulo de v por la medida de

la proyecciéon de u sobre v

u .7:\7\.\@\ ~—85=40
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Angulo entre dos vectores. Vectores ortogonales

Si u y v sonvectores no nulos se puede despejar de la férmula anterior el coseno:

u.v
cosa = ———. Por tanto, |a¢ = arcos

[l ]

]

Recuerda que arcos (k) = angulo cuyo coseno es k y se puede hallar con la calculadora cientifica.
Por ejemplo, arcos (0,5) se calcularia asi: SHIFT cos 0.5= . Nos da 602

Por ejemplo, si U y Vv son vectores cuyo producto escalar es 6 y que miden J3 y 4, respectivamente

entonces el dngulo que forman es « =arcos 5 =arcos i =arcos ﬁ =30°
3.4 .43 2

Siu LV =>u.v :\ﬂ.\ﬂ.cos%oz \E\.M.o =0

St u.v =O:>‘ﬂHw7‘.cosa —0=>cosa=0=>a=90=u LV

Por tanto, si u y v son vectores no nulos, |[u LV < u.v =0

En este caso, se dice que © y vV son ortogonales

Observa que un vector ortogonal con u = (u;, u, u;) es u = (-u, u,, 0), porque

u.u =-uu,+uu, + 0= 0.Por ejemplo, un vector ortogonal con u = (2,5,-1)es u = (-5,2,0)

Propiedades del producto escalar

SiteRy u,v y W vectores, se cumplen las siguientes propiedades:

1) Conmutativa: u. v =v.u u.0=0

3) Pseudoasociativa ;(M).V = E.(/l 17) = /1(5.17) 4) Distributiva: u . (17+ W) =U.vV+u.w

Modulo de un vector

—_—— = |— —2 —2 — ==
u.u =‘u‘.‘u‘.cosO°:‘u‘ .1=‘u‘ .Luego, ‘u‘zwlu.u

Observa que |k.1| = ka kir = k2w . =kyu . u =k|u|= [ku]=k|u]

Normalizacién de vectores

Normalizar un vector es calcular otro vector paralelo y unitario.

— ) . 1 —
Observa que dado un vector no nulo u los vectores dados por la féormula (U™ = i‘:. u | son
d
paralelos a u (pues son de la forma k.?) y son unitarios porque ‘T = F‘ =1
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Base ortonormal del espacio

Una base del espacio vectorial V3 es ortonormal si sus vectores son unitarios y ortogonales dos a dos

Observa, que la base canénica B = { 'T, T ?} es ortonormal

4

K

-
-

X

En una base ortonormal, se llaman cosenos directores del vector u a los cosenos de los dngulos que forma el
vector u con los vectores de la base.

Expresién analitica del producto escalar de vectores v del médulo

Producto escalar

ﬁ:(u,u ,U3)=uU i +u T+u k
Sean 1, Uz, U3 1 2 3

17:(v1, Vy, V3)=V1T+V2T+ vy k

vale ‘l—r: 1 vale 0 vale 0

f_/%

u.v= (ult +uy j +uzk )(V1T+VZT+v3k ):ulvl .U +uvyi.j +uvsi.k +

_2
vale 0 vale ‘ J ‘ =1 vale 0 vale 0 vale 0 vale ‘ k ‘ =

-—

+UVy L+ UpVy j o+ uvs .k +ugvy kT +ugvo kL j 4+ u3vs kLk =Upvy 4 Upvs + Ugvs

Por tanto, |[U .V =UWUV] + UyVy + U3V3

Modulo

a‘ :da,ﬁ :\/Ul-ul + Up.Uy + Uz.U3z = U%+U§+ u323
—_— 2 2 2
Por tanto, ‘u ‘: Ui +uz+ U3

Sea U =(uq, Uy, Uz). Entonces,
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PRODUCTO VECTORIAL DE VECTORES

Definicion
El producto vectorial de u y vV es otro vector que se representa por uxv perpendicular a ambos es
> o - > o -
decir (uxv) Lu y (uxv) Lv ycuyomodduloes
‘ﬁ X 17‘ =‘ﬁ‘ . ‘V‘ sen o, siendo « el angulo que formanu y v

Esta expresiodn nos serviria también para hallar el angulo entre los vectores

- —
uxv

v
4.“
[ u

.
xXu

-+

\"

— — - = - > >
Si (u,v)<180° entonces u x v tiene sentido hacia arriba y si (u,v) >180° entonces u x v tiene sentido hacia abajo

U =(ug, Uz, U3) — =
Se puede demostrar que si entonces [ X V =u; Uy U

VvV =(vq, Vy, V3)

Propiedades del producto vectorial

SileRy u,v y W vectores, se cumplen las siguientes propiedades:
1) Anticonmutativa: v x u—:—<7x 17) ux0=0 3) u x (17) =1 (ﬁ X 17)

ux(v+w):ﬁxv +MXW

4) Distributivas : 5) No asociativa :(EXV)XW ” EX(VXW)

(u-l—'V)X’W =UXW +V XW

6) St u y v son paralelos, entonces u x v =0, como consecuencia u XU =0

T

7)St B= { i, T F} es la base candnica, entonces

Area del paralelogramo = |ﬁ X 17| Area del triangulo = M
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PRODUCTO MIXTO DE VECTORES

Definicion

Se define el producto mixto de tres vectores ﬁ, v y W asf: [ﬁ, 17, W] —u . ( vV X W)

Se puede demostrar que si U =(Uy, Uy, Uz), V =(V1, V5, V3) Y W =(Wy, Wy, W3)

u U us
entonces [;, V, W] =|V1 \'%) V3
Wi Wy Wj

Si tres vectores son linealmente dependientes, es decir, si son coplanarios, su producto mixto vale 0.

Aplicaciones geométricas

s
U

-
u

- -
VXW

- -
VXW

-
u

- > >

cos(a)= cos(a) = drea dela base . altura =V . uietepipedo (4 Vs W)

> o >
U,v,w

Ademas, como el paralelepipedo puede descomponerse en 6 tetraedros: |V

- > >
u,v,w

> (> -
=U.| VXW |=

- -5 >
= Vpal’alelepz'pedo ( u,v, W)

etraedro —
6
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