PAU — COU | - GEOMETRIA — ANDALUCIA — MODELOS DE 1995 RESUELTOS

Profesor: Rafael Nufiez Nogales

1.- Calcula la ecuacidn del plano cuyo punto mas préximo al origen es (1, 2, 3). Haz lo mismo para el
punto (%, -1, %) (Existe alguna relacién entre los dos planos que has determinado?

Explica lo que ocurre si se hace lo mismo para cualquier punto de la forma (t, 2t, 3t) siendo t un nimero
real cualquiera. Justifica todas las respuestas.

Resolucidn
(a) Sea m el plano cuyo punto mas proximo al origen 0(0, 0, 0) es P(1, 2, 3).

Un vectornormaldemes n, = OP =(1,2,3)

'It\ ‘0O
Y como 1 pasa por P(1, 2, 3), entonces m: 1(x-1) + 2(y-2)+3(z-3)=0>m:x+2y+3z-14=0

(b) Sea a el plano cuyo punto mas préximo al origen 0(0, 0, 0) es Q (%, —1,—)

Unvector normalde fes ng = OR = (%,—1,%) // (1,2,3) = n,

-1 -3 1 3
Y como apasaporQ(T,—l,T) = a:l(x+7) +2(y+ 1)+ 3(z+;) =0
Cx+2y+3z7+—+2+—=0 >a@x+2y+3z+7=0
(c) Si B es el plano cuyo punto mas préximo al origen 0(0, 0, 0) es R(t, 2t, 3t).
Unvector normalde fes ng = OR = (t,2t,3t) // (1,2,3) =7,

Y como B pasaporR(t, 2t,3t) = B:1(x —t) +2(y —2t) +3(z—-3t) =0=>a:x+ 2y + 32— 14t =0

Luego, todos los planos que se obtienen son paralelos entre si porque todos tienen el mismo vector
normal.
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2.-

(a) ;Qué relacion debe existir entre o y 3 para que los

vectores u; = (a,—3,1), u; = (3,8,5) y uz = (1, —4, 3) sean linealmente independientes?
Resolucién

a -3 1
w, v, w sonlie det(w, v, w) # 0 © det <3 B 5) #0
1 —4 3

Desarrollando, 3af3 -12-15-f + 20a + 27 = 3af + 20a - # 0

(b) Determina, si es posible, un vector no nulo v’ que sea perpendiculara u; y u, y, ademas, sea
paraleloa us .

Resolucién
Siv' // us; = (1,—4,3), entonces v’ = (t,—4t, 3t),cont+# 0. Ademas, v // u; x uy

Siv'1Lu; y u,,entonces v.u; =0y v.u, =0

Desarrollando,{ at+12t+3t=0 { (a+15t=0

9
3t—4pt+15t =0 (18_4,3)1:zoycomot;to,a__15,,3_?

Nos queda ;" = (~15,-3,1) // (15,3,—1) y % = (3,2,5) // (6,9,10)

T 7k
U xu; =15 3 —1|=(39,-156,117) // (1,—4,3) . Luego, podemos tomar v’ = (39,—156,117)
6 9 10

m:x+y+z=28
3.- Considera los planos en R3 dados por las ecuaciones {nz: ax+2y+bz=4
mz:ax + by +az =4
(a) Describe su posicion relativa segiin los valores de a y b.

Resolucién
1 1 1 1 1 1 8
Matrices de coeficientes y ampliada: A = (a 2 b> y A" = (a 2 b 4>
a b a a b a 4

detA=2a+ab+ab—2a—a*—b*=2ab—a?—b*=—(a—b)>=0a=h

*Sia#b,detA#0 y rgA=3=rgA* =n?de incognitas. Luego, por el teorema
de Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado, tiene solucién unica y los planos se cortan

en un Unico punto.

1 1 1 1 1 1 8
*Sia = b, las matrices de coeficientes y ampliada son 4 = (a 2 a> ,detA=0y A" = (a 2 a 4)
a a a a a a 4
EnAelmenor|Cll %| =2—-a=0a=2
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1 1 1 8 1 1 8
-Sia#2,1gA=2; rg(A")=rgla 2 a 4 rgla 2 4
a a a 4/¢3=cl a a 4

1 1 8
da(a 2ZQ=8+8f+4a—Ma—%h4a=&3—wa+8=0®a=2,a=%
a a 4

-Sia#2,a# %, rg (A*) = 3 #rg A = 2. El sistema es incompatible y los planos se cortan dos a dos

s 0y Nop(t L 18 (1119 (1118
_Siazi,A*=<1/2 2 1/2 4> (1 4 1 8> f2-f1
’ 12 12 172 4)2/3\] 1 1 g/f3=s1\1 4 18 030 0

rg (A*) = 2 =rg A. El sistema es compatible indeterminadoy m; = m3y m, los corta.

x+y+z=28

Larecta de corte es r: {33} 0

111 8
e e f2:2 (1 1 1 8 11 1 8 11 1 8
Sta=24 <§ > 2 i) 3= f2 G112 £3=f1 G 41810 300

rg (A*) = 2 # rg A=1. El sistema es incompatibley n, = n3 // m;
Conclusion:

- Sia # b los planos se cortan en un tnico punto.

. 1
-Sia=b#2=+ = los planos se cortan dos a dos
-Sia=b= %, entonces m; = M3y 1, los corta.

-Sia=b =2, entonces, = 3 // m;.

(b) Halla su interseccibn enel casoa=1,b = 2.
Resolucién
En este caso como a # b sabemos que los planos se cortan en un tinico punto.

1 1 1 8 1 1 1 8
La matriz del sistemaesA*={1 2 2 4] /2= /1|0 1 1 -4 que corresponde al sistema
121 4/ 3771\ 1 0 -4

x+y+z=8
y+z=—4 .Resolviendo,x =12,y = -4,z = 0. Luego, los planos se cortan en P(12, -4, 0)
y=—4
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4.-
(a) Halla el area del tridngulo equilatero que tiene un vértice en el punto A(1, 3, -1) y un lado sobre la
rectardadaporrix-1=-y+ 2 =-z

Resolucidn

- z . 2 3—-2
rx-1= = A ¢ r porque no cumple su ecuacion: 1 -1 # T

A

# =i dr //(-1,1,1)

B qQ C'

23

Sabemos que la altura, h, del tridngulo equilatero es h = # y el drea es Area = = , siendo a el lado

del triangulo.
Por ser Qun punto der, Q(1 + k, 2 - k, -k) y por ser la altura perpendicular a la base w 1 d—r)
Luego, 4Q. d, =0= (k,—1 —k,1—k).(—1,1,1) = 0. Operando, -k-1-k+1-k=0=k = 0

Sustituyendo, Q(1,2,0) y 40 = (0,—1,1).

a3 242 8
Por otraparte, h = [AQ | = /02 + (-1)2 + 12 =2 = — Sa=-==d =7
8
Sz
Por tanto, el 4rea es Area = 34 = Z\f = 1,155 u?

(b) Halla las coordenadas de los otros dos vértices del triangulo del apartado anterior
Resolucién

Alsera = %7 y por ser By C puntos de r, seran de la forma (1 + x, 2 - X, -x)

+V2
ot

& =2~ [BQ| = [CQ| = V3xT = 1xIVF = Ixl = L 5 x =

Luego,B(3+\/2_ 6 -2 —\/2_) yC(3—\/7 6+V2 \/2—)

3’ 3 7 3 3 7 3 73
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x—y+3=0 { 2y+1=0
2x—z+2=0""W—-2z4+3=0

(a) Determina, si es posible, un plano paralelo a la recta s que contenga a la rectar.
Resolucién

5.- Considera las rectas r: {

x—y+3=0,

En r haciendo z = 0 queda { dx42=0 '

x =-1,y = 2. Luego, el punto A(-1,2,0) €.

Un vector director de r se obtiene como producto vectorial de los vectores normales de los planos que la

—

. T T k
definen: d, =1 -1 0o |=(0,1,2)
2 0 -1

Un vector director de s se obtiene como producto vectorial de los vectores normales de los planos que la
T Tk
definen: dg = | 0|=(-40,-2)//(201)

2
1 0 -2

—

_ T
El plano 1t que se pidees n’ =d, xds = |1
2

2
21=01,3,-2)
1

o |

Y como m pasa por A(-1,2,0) €r,entoncesm: 1(x+ 1) +3(y-2)-2(z-0)=0>m:x+3y-2z-5=0

(b) Halla, si es posible, un plano perpendicular a la recta s que contenga, a la rectar.
Resolucién

Si a es el plano mencionado, como contiene ary es perpendicular a s, entoncesr Lsy d, 1 d;

Pero como ff =(1,1,2)(2,0,1) =2+ 2 = 4 # 0, entonces d_r>:|7 I Luego, no existe tal plano.

(a+Dx+y+z=a%*+3a
6.- Considera los planos en R3 dados por las ecuaciones{ x + (a + 1)y + z = a3 + 3a?
x+y+(a+1)z=a*+3a3
(a) Describe su posicion relativa segiin los valores del parametro a.
Resolucion

a+1 1 1 a+1 1 1 a’ + 3a
Matrices de coeficientesy ampliada: A= 1 a+1 1 |,A=( 1 a+1 1 a3 + 3a?
1 1 a+1 1 1 a+1 a*+3a®

detA=(a+1)3+1+1-3(a+1)=a*+3a*’=a*@a+3)=02a=0 6 a=-3
-Sia#0,a#-3,detA#0 y rg A= 3 =rgA* =n?de incognitas. Luego, por el teorema

de Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado, tiene solucién unica y los planos se cortan
en un Unico punto.

11 10
-Sia=0,A4"= (1 1 1 0). Vemos que los tres planos son coincidentes.
1110
- Si a = —3, la matriz del sistema es
-2 1 1 0\f1+2f3,0 3 -3 0 .
w=(T 2 1 o)ra(o s o)peen(@ 3 3 SO L L
1 1 =2 0 2f3 1 1 -2 0

El sistema es compatible indeterminado y los planos m;, m, y m3 se cortan en una recta.

-5-
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(b) Halla, su interseccion en el caso a = -3.

Resolucidn
Sabemos que en este caso los planos se cortan en una recta, llamémosla r. La matriz del sistema es
. 01 -1 0 . y—z=0
equivalente a (1 1 —2 0) que corresponde al sistema {x ty—22=0

Enla 22 ecuacion,y =z; enla 12 ecuacion, x =2z-y =2z -z =z

x=k
Llamandoz =k, larectaesr:{y =k ,conk€R
z=k

7.- Sea B el punto simétrico de A(2, 0, 1) respecto del punto (1, -1, 1) y C el punto de interseccion del
plano de ecuacién 3x - 5y - z - 10 = 0 con el eje OY. Determina un triangulo equilatero de manera que
dos de sus vértices sean B y C y calcula el area de dicho tridngulo.

Resolucién
SeaB(a, b, ¢).Si P(1, -1, 1), como B es el simétrico de A respecto de P, entonces P es el punto medio del
segmento AB.

(a+2

2
Luego,! “2=-1=b=-2 =B(-1,-21)

L62“=1,c+1=2:>c=1

=l a+2=1=>a=-1
0

S

O, el punto de corte del plano con el eje OY es la solucion del sistema

Como el eje OY es OY: {;C f 0

x=0
{ z=0 ,queesx =0,y =-2,z=0. Luego, C(0, -2, 0)
3x —5y—z—-10=0

a?+3

Sabemos que el area del triangulo equilatero de lado a = BC es Area =

2
a=|BC|=(1,0-1) = /12 + 02 + (—1)Z = V2 .El area es Area = (“2_1 B =B = 0,866 u?
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8.- Sea m el plano definido por la ecuacién m: x + y + 2z - 3 = 0. Determina, de forma razonada,
(a) la proyeccion del punto P(1, 0, -3) sobre el plano ©
Resolucién

'p

g %8

Hallamos la recta u L 1. Un vector director de u es el vector normal de T, d—u) =7 =(1,1,2) ycomou

x=1+k
pasa por P(1, 0, -3), entonces u:y y==k . El punto que se pide, B, es el punto de corte de la recta u
z=-3+2k

con el plano: sustituyendo en la ecuaciéonden,1 + k+ k-6 +4k-3=0=>k = % ; el punto de corte

esB(l +%,%,—3 + 2%).OseaB(%,§,_Tl).

(b) la posicién del plano T y la recta r:x_—_l7 =y—-2=3(1-12).0sear: x_17 —y-2=221

Resolucién
A(7,2,-1) Eryun vector director der es d = (—1, 1%1) //(3,-3,1)

m:Xx+y+ 2z-3=0.Unvectornormaldees n = (1,1,2)

d //®™ y d.®W=3-342=2=%0.Luegory T son secantes no perpendiculares.

9.- Determina los valores de a para los que los vectores u; = (—2,a,—1), u, = (5,0,6)
y uz; = (3,—2,4) sean linealmente independientes y, si es posible, expresa w~ = (2, 2,2) como
combinacion lineal de u; = (-2,6,—1), u, =(5,0,6) y uz = (3,—2,4)

Resolucién

-2 a -1
U, Uy, Uz sonli.e det(w,u_z’,Tg,)iO(:)det( 5 0 6);&0
3 =2 4

Desarrollando, 18a + 10 - 24 - 20a =-2a- 14 =0,de dondea =-7

Conclusion: los vectores son Li. paraa # -7

WwW=au, +bu, +cu; =(2,2,2) =a(-2,a,—1) + b(5,0,6) + c(3,—2,4) . Operando e igualando
—2a+5b+3c=2

componentes, 2a —2¢c =2 .Resolviendo,a=0,b=1,c=-1.Luego, w = u, — Uz

—a+6b+4c=2
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x+z—13=0 { x—a+1=0
ax+y+z—12=0" 5 y+z—ala—1)=0
(Existe algiin valor de a para el que las rectas r y s son coplanarias y perpendiculares?
Razona la respuesta.

10.- Dadas las rectas r y s definidas por r: {

Resolucién

. z—13=0 .
Enr, haciendo x =0, {y tz-12=0" Resolviendo,z=13,y=-1;A(0,-1,13) €r

Un vector director de r se obtiene como producto vectorial de los vectores normales de los planos que la

. — — ?
definen: d, =1 ¢ 1|=(-1la-11).
a 1 1
x—a+1=0

En s, haciendo z = 0, { .Resolviendo,x=a-1,y=a(a-1);B(a-1,a(a-1),0) €s

y—a(a—1)=0

Un vector director de s se obtiene como producto vectorial de los vectores normales de los planos que la

—_

. 7k
definen: d, = o ol=(0,-11).
1 1

R

ry s son coplanarias y perpendiculares © d,, , d; y AB sonld. y d, .ds =0

—_—

Osea, det(d, ,ds , AB )=0y d, .d; =0

0=d, .dy=1-a+1=>a=2.

Sustituyendo, d, = (—1,1,1), d; = (0,—1,1), A(0,-1,13),B(1,2,0) y 4B =(1,3,—13)

-1 1 1
det(d, ,d; ,AB)=|0 -1 1 |=-134+14+14+3=-8%0.
1 3 -13

Luego, los vectores d, , d;, y AB sonli.y las rectas no son coplanarias, sino que se cruzan.

Por tanto, no existe ningtin valor de o para el que las rectas r y s son coplanarias y perpendiculares

-8-
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11.- Calcula el punto del plano de ecuacion “3x + 6y + 6z + 36 = 0“que esta mas cerca del origen de
coordenadas.

Resolucién
Sea P(a, b, c) el punto del plano m: 3x + 6y + 6z + 36 = 0 mas préximo al origen 0(0, 0, 0).

n\ ‘0O
P L
Como m: X + 2y + 2z + 12 = 0, un vector normaldemes n, = OP = (a,b,c) //(1,2,2)
a b c
T35 2 b=2a , c=2a y P(a 23, 2a).

Como T pasa por P, entonces a + 2(2a) + 2(2a) +12=0, 9a+12=0, a =% y P(%,%,%)

12.- Se consideran los puntos A(2, 0, 2) y B(0, 0, -1) . ;Cuantos triangulos equilateros se
pueden construir de manera que dos de sus vértices sean A y B? Justifica la respuesta y calcula algin
ejemplo concreto.

Resolucién

Sea C(x,y, z) el tercer vértice. El lado del tridngulo seria | AB | =1(-2,0,-3)| =+v13
, - SN - — 2 2
AC =(x—2,y,z-2), BC =(x,y,z+1).Como|AC |=|BC |=v13 =|AC| =|BC| =13

Desarrollando, x2 -4x+ 4 +y2+z2-4z+4=x2+y2 + 22+ 22+ 1=13

Nos queda el sistema {xz Y Y2422 4224+1=13 = 4

4x + 6z =7 { x =1-%
x> +y>+2z2+2z+1=13

2
Sustituyendo en la 22 ecuacion, (TZ) + y? + z%? + 2z = 12 ; multiplico por 16:

3622 — 84z + 49 + 16y? + 1622 + 32z = 192 = 522z — 52z + 16y? = 143, que corresponde a una
elipse.

Luego, el vértice C del tridngulo es cualquier punto de la elipse y, por tanto, hay infinitos triangulos.

13.- Considera los planos de ecuaciones
MiAx-y+2z=1, myux+3y-z=-(A+1), m3:3x+Ay+z=-A

(a) Determina para qué valores de A son 1, y T, perpendiculares y, en ese caso, halla un vector

perpendicular a ambos planos.
Resolucién
Los vectores normales de m, y m, son n;” = (4,-1,2) y 7, =(1,3,-1)

mlm, &N L n, ©n;.n, =0.0perando,A-3-2=0,1=5.

T Tk
Para A = 5, un vector perpendicular a ambos planoses n”=n; x n, =|g -1 2 |=(-5,716)
1 3 -1

-9-
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(b) Determina para qué valores de A los tres planos contienen una recta, comun y determina las
ecuaciones paramétricas de la misma.

Resolucién
my:Ax—y+2z=1
El sistema formado por las ecuaciones de los planos es {nz: x+3y—z=—-(1+1)
m3:3x +Ay+z=-1

A -1 2 A -1 2 1
Matrices de coeficientes y ampliada del sistema: A = (1 3 —1) y A" = <1 3 -1 —1- 1)
3 1 1 3 14 1 -1

-1

2| __ _
. Sl=-s5#0rga=2

Como el menor |

Para que los tres planos contengan una recta el sistema debe ser det A = 0, porque si no, usando el
teorema de Rouché-Frobenius, seria rg(A) = rg(A*) = 3 y el sistema seria compatible determinado, con
solucién dnica y los planos se cortarian en un solo punto.

detA=31+3+21—18+2+1=22+51—-14=0 1 = =2

, A=2, 1=-7

Conclusién:si, A =2 6 A= —7]los tres planos contienen a la misma recta

—7 -1 2 1\f1-2f3 /=13 13 0 —13\fL:(-13)/1 -1 0 1
SiA=—7,A*=<1 3 -1 —8> f2+£3 < 1 3 -1 —8) (1 3 -1 —8)
3 -7 1 7 3 -7 1 7 3 -7 1 7

1 -1 0 1 1 -1 0 1

0O 4 -1 -9 0 4 —1 -9].Laultimaecuaciones0 =-5,quees
f3—3f1(0 —4 1 4>f3+f2(0 0 0 —5)
incompatible.

Luego, en este caso el sistema es incompatible y los planos no se cortan en una recta.

2 -1 2 1\fl-2f3/=4 =5 0 5\fl=—f2 , . .
SiA=2A4"=(1 3 -1 -3]|f2+f3 <4 5 0 —5) (3 - _2) que
3 2 1 =2 3 2 1 =2

deal ard ) { 4x + 5y =-5
corresponde a la rectar de ecuaciones r:y, 2y +z=—2
5y =-5

Haciendo x =0, {Zy PR

.Resolviendo,y=-1,z=0;A(0,-1,0) €r

Un vector director de r se obtiene como producto vectorial de los vectores normales de los planos que la
— — ?

N

]
definen: d =4 5 ¢o|=(5—-4-3)//(=543).
3 3

1
x = =5k
Conclusion: debe ser A = 2 y los planos contienen a la recta, que en paramétricas esr:{y = —1 + 4k
z =3k

-10 -
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14.- Dados los puntos A(1, 2, 0), B(1, 5,a),C(3,3,1) y D(2, 4, -3).
(a) Halla los valores de a para los que los cuatro estdn sobre un mismo plano.
Resolucién

B
A< c
D

A, B, Cy D son coplanarios & AB , AC y AD sonld.Osea, det(AB, AC, AD ) =0

0 3 a
det(AB,AC ,AD )=2 1 1|=3+4a-a+18=3a+21=0oa=-7
1 2 -3

Conclusioén: debe sera =-7

(b) Con el valor de a calculado en el apartado anterior, halla el simétrico del punto B con respecto a la
recta que determinan Ay C.

Resolucién
a=-7,B(1,5,-7).Larectar que pasa por AC tiene vector director f = AC =(2,1,1)ycomo pasa
x=1+2k
porA(1,2,0),riy=2+k
z=k

El punto simétrico de B respecto de r seria el punto B” del dibujo.

.B

M r
B

- Hallamos el plano m que pasa por By es ortogonal a la recta.

Un vector normal 7’ del plano Tt es el vector directorder: ' = d, =(2,1,1)

Y como m pasa por B(1, 5,-7), entonces m: 2(x-1) + 1(y-5)+1(z+7)=0=> m:2x+y+z=0

- Hallamos M, punto de corte de r y m, resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de ambos:

{x=1+2%

Sustituyendo en el plano, 2(1 + 2k) + 2+ k+k=0; k = %: J y =2 +% . Luego, M (_1 ,%,%)
-2

3

- Por ultimo, hallamos el simétrico B'(a, b, c) de B(1, 5, -7) usando que M es el punto medio del

etl 1 3g43=-2a="—"
2 3

7 =

3
segmento BB”: P*S — 2 3h+15=8=b =—_ .Elsimétrico que se pide es B'(i,i,i)
2 3 3 3 3 3
| S-=—3c-21=—4=c=""
2 3 3

-11 -
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15.- Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto (3, -1, 2) y contiene a la recta, comun a los planos
cuyas ecuaciones son, respectivamente,x+y+z=1 y x+y-z+3=0.

Resolucién
Como (3,-1,2) ¢ my: x+y-z+ 3 =0 porque no cumple su ecuacion (3-1-2+ 3 =3 # 0), la familia

x+y+z—1=0

de planos que contiene a la recta r: {x +y—2z43=0

eshi:x+y+z-1+k(x+y-z+3)=0.
Operando, h.: (1 +Kk)x+ (1 +K)y+ (1-k)z+3k-1=0

Buscamos el plano de la familia que pase por el punto (3, -1, 2). Sustituimos en h;:
1+k3+(1+k(-1)+1-k2+3k-1=0=>3k+3=0=>k=-1.

Luego, el plano que buscamos esh: 2z-4=0=h:z =2

16.- Tres vértices consecutivos de un paralelogramo ABCD tienen por coordenadas A(1, 1, 0), B(-2, 3, 1)
y C(4,-1, 2)
(a) Determina las coordenadas del cuarto vértice D.

Resolucién

Ay

D(x,y, z): Por ser un paralelogramo, BA = CD =(3,-2,-1)=(x—-4,y+1,z—-2).

( 3=x—4=>x=7
Igualando componentes,{ —2 =y + 1 =y = —3 . Luego, D(7,-3,1)
—1=z-2=>z=1

(b) Determina la distancia del punto D al plano que pasa por el punto (1, 2, -1) y es perpendicular a la

g X=Y
rectar dada por r: {x ty=z
Resolucién
( x=y=0 . 1-2=-1+0

(1,2,-1D) gr: {x bty —z=0 no cumple sus ecuaciones {1 +2-(=1)=3%0
Un vector director de r se obtiene como producto vectorial de los vectores normales de los planos que la

I
definen: d =1 -1 o |[=(1,12)

1 1 -1

Un vector normal 7’ del plano ™ mencionado es el vector directorder: n’ = d = (1,1,2)

Y como m pasa por (1, 2,-1),entoncesm: 1(x-1) + 1(y-2)+2(z+1)=0 =2 mux+y+2z-1=0
Como D(7,—3,1), usando la férmula de la distancia de un punto a un plano, la distancia es

. 7-3+2-1 5 5vV6
dist(D, ) = ﬁ= EZ : = 2,04 u

-12 -
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OTROS DEL 1995
1.- Identificar, indicando algunas de sus caracteristicas, las formas geométricas de las siguientes

. . x? y2 z2
expresiones algebraicas: (a) —+—+— =1
Resolucién
Elipsoide centrado en el origen de coordenadas, 0(0, 0, 0) y con semiejesa,byc

Sia=b >, esun elipsoide achatado ; sia=b < c, se tiene un elipsoide alargadoy sia=b = c, es una
esfera.

(b)x?+y2+2z>+5x-8y+z=3

Resolucién

Podemos escribir la ecuacién asf x2 + 5x + sz +y2—8y+16+z% + z+ % =3+ sz + 16 +%

2 2 _ _
Operando quedaria, (x + %) +(y—4)?%+ (z + %) = %, que es una esfera de centro O (TS, 4, Tl)

51

y radio R = T

Se genera al girar el semicirculo de radio OP alrededor de su diametro PP’
P =]

° mmp
g - oy

|

s
P

Eje de Giro

P

La seccion transversal de una esfera tiene forma circular. Esto significa que una representacion
bidimensional de una esfera es un circulo cuando solo se dispone de dos ejes.

X =cost ) o .
@) {y — sent’ siendo t un parametro que indica el tiempo

Resolucién
Como x? + y% = cos? t + sen?t = 1, se trata de la circunferencia del plano centrada en el origen y de
radio 1

La tangente a la circunferencia en uno de sus puntos es perpendicular al radio:

-13 -
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2.- Dada una recta del vector director v~ = (a, b, c) y el plano de la ecuacién m: Mx + Ny + Pz + Q = 0,
deducir la forma del angulo que forman la recta y el plano.
Resolucién

=1
S
\

Un vector normal del plano es " = (M, N, P) y el &ngulo que forman la recta y el plano es a.
Usando la definicién de producto escalar, v~ .1 =|v |.|7n’].cos(90° —a) = [v | .|n|.sen «

Despejando, sen a = V. = o = arsen aM + bN + cP
pe] ’ Va2 + b2+ c2 YM?Z + N2+ p2

Se toma el valor absoluto porque el &ngulo debe ser menor o igual que 90°.

3.- Indique si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa y razone la respuesta.
a) El sistema formado por las ecuaciones generales de dos planos distintos cualesquiera es siempre un
sistema de ecuaciones implicitas de una recta.

Resolucién
Falso, porque si los planos son paralelos el sistema es incompatible y si los planos son coincidentes el
sistema se reduce a la ecuacion de un plano.

b) La condicién necesaria y suficiente para que 3 puntos estén alineados es que el determinante formado
por las coordenadas de esos tres puntos sea nulo.

Resolucién
Verdadero. Tres puntos estan alineados si estan contenidos en la misma recta.

r

A(Xy Yo 21)» B(er Yo Zz) y C(Xg' NEY Zg)

A, By Cestan alineados © AB = (x; — X1,V —Y1,22 — 21) ¥ AC = (X3 — X1,Y3 — V1,23 — Z1) son L.d.

X1 V1 73 X1 V1 Zq
X, Yo Z| J2SL |y —x yy—y1 z,—z|=0 o 4B y AC sonl.d. < A, By C estan alineados
X3 Y3 Z3 f3-11 X3 =Xy Y3—Y1 Z3—Z;
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