PAU — MATEMATICAS APLICADAS A LAS CIENCIAS SOCIALES Il — ANALISIS — ANDALUCIA
MODELOS DE 2003 RESUELTOS Profesor: Rafael Nufiez Nogales

1.- El nimero medio de clientes que visitan un hipermercado entre las 11 y las 20 horas esta dado
por f(x) = x3 - 42x% + 576x - 2296, en funcién de la hora x, siendo 11 < x < 20.
a) Halle los extremos relativos de esta funcion.

Resolucién
f(x) =3x2-B4x + 576 = 0 & x = 0230 = B2 oy = 16,x=12; f7(x) = 6x - 84

f’(16) = 6.16 - 84 = 12 > 0. Minimo relativo: x = 16,y = f(16) = 163 - 42.16% + 576.16 - 2296 = 264

f’(12) = 6.12 - 84 = -12 < 0. Maximo relativo: x = 12, y = f(12) = 123 - 42.122 + 576.12 - 2296 = 296

b) Represente esta funcién y determine las horas en las que crece el nimero medio de clientes.
Resolucion
Ademas de los extremos relativos del apartado anterior usamos que

f(11) =113 -42.1124+ 576.11 - 2296 =289 y f(20) =203 -42.20%2 + 576.20 - 2296 = 424

4 .
450AY (n° de clientes)

(20, 424)
400
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(12, 296)
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X (n° de horag)
0 1234567 8 91011 121314151617 18 19 20 21 22 23 24 25 26

El n2 medio de clientes crecedelas 11 halas 12hydelas 16 halas 20 h

c) Halle los valores maximos y minimos del nimero medio de clientes que visitan el hipermercado entre
las 11 y las 20 horas.

Resolucion
El valor maximo es 424 clientes y se alcanza alas 20 h

El valor minimo es 264 clientes y se alcanzaalas 16 h
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a) Sea la funcion f(x) = x% + ax + b. Calcule a y b para que su grafica pase por el punto (0, -5) y que en
este punto la recta tangente sea paralela a la recta y = -4x.

Resolucién
f'(x) = 2x + a. Como la recta tangente en el punto (0, -5) es paralela a la recta y = -4x tiene la misma
pendiente y como la pendiente de la recta tangente viene dada por f'(0) = 2.0 + a = a, entonces a = -4

Como la grafica pasa por (0,-5) = f(0) =-5=0%2-4.0+b=-5 = b=-5

Conclusién: debe sera=-4,b=-5

b) Estudie el crecimiento y decrecimiento de una funcién g cuya derivada tiene por grafica la recta que
pasa por los puntos (2,0) y (3, 1).

Resolucion
La recta que pasa por los puntos (2,0) y (3, 1) es 3;:2 = ;iz =1=y=x—2.Luego, g'(x) =x-2
g’(x) = 0 © x = 2. Hagamos una tabla de signos de g'(x):
g(x) - 0 +
g(x) decreciente minimo creciente

g es decreciente en (—o0,2) y creciente en (2, +0)

3.- (prueba ordinaria)
—(x — 1)2 i <
a) Sea la funcidn f(x) = {a(x(f 3)3)_'_’3"51; ;>2 5" Halle a y b para que la funcién sea continua y
derivable en x = 2.
Resolucion
Para x # 2, f es continua y derivable independientemente de los valores de ay b por ser el resultado de

operar con funciones continuas y derivables.
Como debe ser continua en x = 2, lirr21_ flx) = lirr21+ fx)=>-2-1)?*+b=a(2-3)>+3=>—-a+b=4
X - X =

—2(x—1), six<2

Parax # 2, f'(x) :{Za(x_g) six > 2

Como debe ser derivable en x = 2, lirr21_ f(x)= lirr21+ f(x) >-22-1)=2a2-3)=>a=1
P X -

Luego,-1+b=4; b=>5.Conclusion: debesera=1,b=5

er+1

(x - 1)?
er+1.2(x_1)2_ezx+1.2(x_1) _ 262x+1(x_1_1) _ 262x+1(x_2)

Resolucién g'(x) = _1)* - (x-1)3 T (x-1)8

b) Halle la funcion derivada de g(x) =
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(x+1)? six<0

1.
4.- (prueba ordinaria) Sea la funcién f(x) ={ —» Si0<x<2
X .
5 Six >2
a) Represéntela graficamente.

Resolucién
La grafica estd formada por un trozo de parabola, uno de hipérbola y una semirrecta

Jlm ) =f0=0+1D?=1; lim fG) ==+ ; lm f) == lim, f()=f(2

0 2

[(x+ D =2x+D)=0x=-1; f'x)=2; f'(-1)=2>0.

Luego, el minimo relativo (vértice de la pardbola) esx =-1,y =f(-1) = (-1 + 1)2 =0, V(-1,0)

Hallamos otro punto de la parabola, otro de la hipérbola y otro de la recta:

x=-2,y=(-2+12=1,(-21) ; x=1Ly=-=1,(1,1) ; x=4y=-=1,(41)
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b) Estudie la continuidad y derivabilidad.
Resolucién
(x+1)? six<0

1 .
flx)={ 7» si0<x<2
%, Six=2
Para x # 0, x # 2 fes continua y derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas.
1
+

Jim f@)=f©O)=O+D?=1; lim f()===+o

0

Como ling f(x) + lin(”)n+ f(x) entonces f NO es continua en x = 0 y, por tanto, tampoco es derivable.
x—-0" X —

lim f(x)=l= lim f(x) = f(2) = fescontinuaenx =2
x> 2" 2 x - 2%

2(x+ 1), six<0
-1 . _ _
Parax#0, x#2 f(x) =4 7z SL0<x<2 - |im f(x) =—;=—1; lim  f"(x) ==
1 x> 2~ 2 4 x -2t 4
o six>?2
Como lirrzl_ f(x)+# linl+ f’(x),fNO es derivable en x = 2.
X = P

Luego, f es continua en R - {0} y derivable en R - {0 ; 2}

c) Calcule sus extremos relativos y asintotas horizontales y verticales.
Resolucién
2(x+ 1), six<O0

-1 .
Fx)={72 <0 si0<x<2 ., y<c026+1)=0x=-1
>0, six>2

Hagamos una tabla de signos de {'(x):

(—OO, _1) -1 (_1: 0) 0 (0: 2) 2 (2, -|-OO)
f'(x) - 0 + A - A +
f(x) | decreciente | minimo | creciente decreciente | maximo | creciente

Minimo relativo: x = -1,y = f(-1) = (-1 + 1)2 = 0. Punto M(-1, 0)
Maximo relativo: x = 2,y = f(2) = % Punto N(2, %)
Parax = O no es continuay lim_f(x) = % = +o00.
x -0t 0
Luego, f(x) tiene una asintota vertical en x = % cuya ecuacion es A.\V.: x = %
lim f(x) = lim % =+00; lim f(x)= lim (x+ 1)? = 4o .No hay asintotas en +o
X - —00 X > —00

X = 4+ X — 400
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5.- (prueba extraordinaria) Sea la funcion f(x) = i__j
a) Determine su dominio y asintotas. Estudie su continuidad y derivabilidad.
Resolucidn
Para x = 1 no esta definida porque se anula el denominador. Luego, Dom(f) = R - {1}
No es continua en x = 1 por no estar definida 'y lim1 flx) = i_ 11 = % = oo,
X = -

Luego, f(x) tiene una asintota vertical en x = 1 cuya ecuaciones AV.:x =1

L _ 2 _ : _ 2 _
Ademas, lerrll_ flx) = == —00 xll)rrll+ f(x) = o5 = to
Estudiemos las asintotas en +oo: lim f(x) = lim —~ =1,
X — too xX—>+oo X
Luego, f(x) tiene asintota horizontal en +oo de ecuacién AH: y = —1
Estudiemos la posicion de la grafica respecto de la asintota: ygr4fica — Vasintota = i:’lc -(-D = xf -

Six = —9, Yorifica — Yasintota < 0. Luego, la grafica esta “por debajo” de la asintota en -co

Six = +9, Yorarica — Yasintota > 0. Luego, la grafica esta “por encima” de la asintota en +oo

b) Determine sus maximos y minimos relativos, si los hubiere. Estudie su crecimiento, decrecimiento,
concavidad y convexidad.

Resolucién

f(x)= —-1.(x _(;)—_1()3;_ 01 _ (x__21)2 < 0. Luego, f es decreciente y no hay extremos relativos.

4

F@ =2 - D7 =4 - D3 == %0

(=0,1) | 1] (1,+»)
Hagamos una tabla de signos de f”'(x) f'(x) _ 0 +
f(x) | concava convexa

fes concava en (—o,1) y convexa en (1, +o0) . No hay puntos de inflexion

c) Represéntela graficamente.
Resolucién

3;__01 = —3 , la gréafica corta a los ejes en (3, 0) y (0, -3)

3
X

X
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2

x“, six <1

1.
6.- (prueba extraordinaria) Sea la funcién f(x) = {5 S{1<x=2
—L six>2

a) Estudie la continuidad y derivabilidad de fenx =1y en x = 2.
Resolucién
Parax # 1, x # 2 fes continua y derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas.

lim f(x)=f(1)=12=1 = lim f(x)=l=1:>fescontinuaenx=1
x -1 x -1t 1
lirrzl f(x)=f(2)=%= lirr21+ f(x)zzz;1 = fes continua en x = 2
x> 2" x —

2x, six<1

-1 1 2

Parax#1, x#2 f(x)={ 2 St1<X<

%, Six > 2
1irr11 f(x) =21=2 # lin}r f(x) =_1—§=—1 = fNO es derivable en x = 1.
x—->1" X =
lim f'(x) === % lim “(x) = = = fNO es derivable en x = 2.
X2 22 4 x50+ 2

Luego, f es continua en Ry derivable enR - {1 ; 2}

b) Represéntela graficamente.
Resolucién

Usamos el apartado anterior y que la grafica esta formada por un trozo parabola, uno de hipérbola y una
semirrecta.
x)'=2x=0ex=0 ; f'(xX)=2; ’(0)=2>0.Luego, el minimo relativo (vértice de la parabola) es
x=0,y=1f(0)=02=0, V(0,0)
Hallamos otro punto de la pardbola y otro de la recta:

x=-1,y=(-1?=1,(-11) ; x=3,y="—-=1,(3,1)

'\4

2
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7.- Los beneficios esperados de una inmobiliaria en los préximos 5 afios vienen dados por la funciéon
B(t) = t3 - 9t2 + 24t (tindica el tiempo, en afios, 0 < t < 5).
a) Represente la evolucion del beneficio esperado en funcién del tiempo.
Resolucién
B(t) =t3-9t2+ 24t =t(t2-9t+24)=0<t=0 6 t2-9t+24=0

_9++v81-4.124  9+tvV-

- 5 = Imposible. S6lo corta a los ejes en (0, 0)

t

6+V36-418 _ 6+2
2.1 T2

B'(t)=3t2-18t+24=0t2-6t+8=0=0;t = t=20t=4

Hagamos una tabla de signos de B'(t) teniendo en cuenta que su grafica es una parabola convexa que
cortaalejeXen2yen4

0,2) 2 (2,4) 4 (4,5)
f'(x) + 0 - 0 +
f(x) | creciente | maximo | decreciente | minimo | creciente

fes creciente en (0,2) U (4,5) ydecreciente en (2,4)
Maximo relativo: t = 2 ; B(2) = 23 - 9.22 4+ 24.2 = 20. Punto (2, 20)

Minimo relativo: t = 4 ; B(4) = 43 - 9.42 + 24.4 = 16. Punto (4, 16)

Ademas, B(5) = 53 - 9.52 + 24.5 = 20. La grafica termina en (5, 20)

AB(1), beneficio

(5, 20)

t, tiempo en an
0 1 2 3 4 5 6 .

b) En ese periodo, ;cuando serd maximo el beneficio esperado?
Resolucién Serda maximo a los 2 afios y a los 5 afos, siendo el valor maximo de 20
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1 . < 4
8.- Sea la funcién f(x) = { o SUX=
x> —9x+21, six>4
a) Estudie su continuidad y derivabilidad.
Resolucién
Para x # 4, x # 3 fes continua y derivable por ser el resultado de operar con funciones continuas.

En x = 3 no estd definida porque se anula el denominador de la fraccidn. Luego, f no es continua en x = 3
y, por tanto, tampoco derivable.

1
4—-3

lim_ f(x) = f(4) =

=1 = lir2+ f(x) =42 —-9.4+ 21 =1>fescontinuaenx = 4
X -

Parax#4 f'(x) = {(x—3)2’
2x—9, six>4

Six <4,x+#3

_ , __ "1 .o , _ _0— _ ; _
xll»ril- f'x) = i 1 xll)r2+ f(x) 24-9 1 = fesderivable en x = 4.

Luego, f es continua y derivable en R - {3}

b) Represente graficamente la funcién y determine maximos y minimos relativos, si los hubiere, asi como
el crecimiento y decrecimiento.

Resolucion
La grafica esta formada por un trozo de hipérbola y otro de parabola

-1
<0, six<4
f'(x):{(x—3)2 XS v <c42x-9=0ox=45
2x—9, six >4

Hagamos una tabla de signos de {'(x):

(=0,4)—{3}|4| (44)5) 45 | (45; +o)
f'(x) - - 0 +
f(x) | decreciente decreciente | minimo | creciente

f es decreciente en (—o0;4,5) — {3} y creciente en (4,5; +o0)
Minimo relativo: x = 4,5,y = f(4,5) = 4,52 - 9.4,5 + 21 = 0,75. Punto M(4,5; 0,75), vértice de la parabola
1

Para x = 3 no es continuay lim f(x)zi_:—oo, lim f(x) =—=+oo
x— 3" 0 x -3t ot

Luego, f(x) tiene una asintota vertical en x = 3 cuya ecuaciénes A.V.: x = 3

lim f(x) = lim x—13 = 0. Luego, f(x) tiene asintota horizontal en -co de ecuacion AH: y = 0
X > —00 X > —00 -

1 1 s 7o« g ) e
Ygréfica = Yasintota = 55 — 0= —— < 0. Luego, la grafica estd “por debajo” de la asintota en —co

Comox >4,x>2—9x+21>0 y f(0) = OIT3 = _Tl , 1a grafica s6lo corta a los ejes en (_Tl, 0)
Hallamos otro punto de la pardbola: x =5, y = f(5) =52 —-9.5+21 =1
-8 -
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Un esbozo de la grafica es
2.25AY

2
1.75
1.5
1.25
1
0.75
0.5
0.25

3.5 4 4.5 5§ 55 6 é.S

-1 -0.5 0.5 1 1.5 2 25
0.25

-0.5
-0.75
-1
-1.25
-1.5

v o 0 ] o, B O 9 9 6

—4x -3, six <-—1

2x2 -1, si—-1<x<1

9.- Sea la funcién f(x) = k+2

, six=>1

a) Calcule el valor que debe tomar el parametro k para que la funcién sea continua en R y estudie su
derivabilidad para el valor de k obtenido.

Resolucién
Parax # -1, x # 1 f es continua y derivable independientemente del valor de k por ser el resultado de
operar con funciones continuas y derivables.

k+2

Como debe ser continua en R, en particularen x = 1, lirrll_ flx) = lirr}+ f(x)>212-1= =>k=-1
X — X —

—4x -3, six < -1
Parak=-1, f(x) =42x* =1, si—1<x<1
< six=>1

liml_ fxX)=f(-1)=—-4.(-1)-3=1 = lim1+ f(x) =2(-1)2 — 1> fescontinuaenx = -1
x—— x - —

-4, six< -1
También sabemos que fes continuaenx=1lyparax#-1, x#1 f'(x) = 4x,_sz —1<x<1
x_z' six>1

liml_ f(x) =—4= 1im1+ f'(x) =4(—1)=fesderivable enx = -1.
x— - x - -

lim f'(x) =41=4+ lim f'(x) = —; = —1=fNO es derivableenx = 1.
x—-1" x -1t 1

Luego, f es continua en Ry derivable en R - {1}
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b) Dibuje la grafica de la funcién para k = -1.
Resolucién
—4x -3, six < -1 —4, six < -1
Parak = -1, f(x) = 2x%>—1, si —1<x<1 , f(x) = 4x, si —1<x<1

—, six=>1 —, six>1
x x2

La grafica esta formada por una semirrecta, un trozo de parabola y uno de hipérbola.
4x=06x=0 ; para-1<x<1,f"(x)=4; f'(0)=4>0.
Luego, el minimo relativo (vértice de la parabola) es x = 0, y = f(0) = 2.02 - 1 = -1, vértice V(0, -1)

Usamos el a) y ademas hallamos otro punto de la recta y otro de la hipérbola:
x=-2,y=—-4(-2)—-3=5,(-2,5 ; X=2,y=%, ,punto (2;0,5)

N

0.5

10.- Sea la funcién f(x) = 2x3 + ax? - 12x + b.
a) Halle a y b para que la funcién se anule en x = 1 y tenga un punto de inflexién en x = %

Resolucién
f'(x) =6x2+ 2ax-12, f{’(x)=12x+ 2a

Como tiene punto de inflexiéon en x = % entonces [ (Tl) = 0. Luego, 12.% +2a=0;a=3

Nos queda f(x) = 2x3 + 3x2-12x+ Db

Como f se anula en x =1 entonces f(1) = 0. Luego, 2.13 + 3.12-121+b=0; b=7

Conclusién: debesera=3,b=7 y f(x) =2x3 + 3x2-12x+ 7
-10 -
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b) Paraa=-3 y b =2, calcule sus maximos y minimos relativos.

Resolucién
Paraa=-3,b=2,f(x) =2x3-3x2-12x+ 2 ; f(x) = 6x2-6x-12=6(x2-x-2)=0
oo LEVIZA1ED 1i3;x=—1,x=2
2.1 2

Hagamos una tabla de signos de f'(x) teniendo en cuenta que su grafica es una parabola convexa que
cortaalejeXen-1yen2

f'(x) + 0 - 0 +
f(x) | creciente | maximo | decreciente | minimo | creciente

fes creciente en (—oo,-1) U (2,4+x) ydecreciente en (-1,2)
Maximo relativo: x = -1,y = f(-1) = 2(-1)3 - 3(-1)2-12(-1) + 2 = 10. Punto M(-1, 9)

Minimo relativo: x = 2,y = f(2) = 2.23-3.22-12.2 + 2 = -18. Punto N(2, -18)

11.- Se conoce que el rendimiento de un jugador de futbol durante los primeros 45 minutos de un partido

viene dado por la funcidn f: [0, 45] — R cuya expresién analitica es f(t) = 7,2t - 0,16t2, donde t es el
tiempo, expresado en minutos.
a) Represente graficamente esta funcion.
Resolucién
La grafica esta formada por un trozo de parabola en el intervalo [0, 45].

F(O=72-032t=0t=225; f'(t)=-032 f'(22,5)=-0,32 <0 (concava)
Vértice (méaximo relativo): t = 22,5, f(22,5) = 7,2.22,5 - 0,16.22,52 = 81, V(22,5; 81).

Extremos del trozo de parabola:
t=0,f0)=72.0 - 0,16.02=0, P(0, 0) ; t=451f(45)=72.45 - 0,16.452=281, Q(45,0)

as#Hf(t) rendimiento

80
75
70
65
60
55
50
45
40
as
30
25
20
15
10

5

N ttiempo en minut
o s 10 15 20 25 30 3s 40 as 50 55 60 [

b) ;Cual es el maximo rendimiento del jugador? ;En qué momento lo consigue? ;En qué instantes tiene
un rendimiento igual a 327

Resolucion
El maximo rendimiento es 81 y lo consigue a los 22,5 minutos.

Rendimiento = 32 = f(t) = 7,2t - 0,16t2 = 32 = 16t2 - 720t + 3200 = 0 = t2 - 45t + 200 =0

_ 45++2025-41.200 _ 45+ 35
- - 2

2.1

t ; t=5t=140

Luego, el rendimiento es 32 a los 5 minutos y a los 40 minutos

-11 -



PAU — MATEMATICAS APLICADAS A LAS CIENCIAS SOCIALES Il — ANALISIS — ANDALUCIA

MODELOS DE 2003 RESUELTOS Profesor: Rafael NUfiez Nogales
12.- Sea la funcién f(x) = i; 1

a) Indique el dominio de definicion de f, sus puntos de corte con los ejes, sus maximos y minimos, si
existen, y sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Resolucién
Comox+1=0 s x=-1,no existe f(-1) y Dom(f) = R - {-1}

Por otra parte, como f(x) = i: =0eox=1y f(0) = g: = —1, la gréafica de f corta a los ejes de
coordenadas en los puntos (1,0) y (0,—1) ; también f'(x) = 1'(x+(1x);1(§2_ D1 _ (xf1)2 > 0.

Luego, f es creciente en su dominio, en R - {-1}. No hay maximos ni minimos

b) Obtenga las ecuaciones de las asintotas horizontales y verticales de f, si las tiene, y represente la
grafica de la funcién.

Resolucién
. .. . -1-1 -2
Para x = —1 no es continua por no estar definida y hm1 flx) = T o = + oo,
x— - -

Luego, f(x) tiene una asintota vertical en x = —1 cuya ecuaciénes AV.: x = —1

7 ; -2 _ : - -2 _ _
Ademas, xl_l)IIll_ flx) = — =t xl_}rP1+ fx) = o o0

. . : : -1 :
Estudiemos las asintotas en oo: lim f(x) = lim ad = lim ==1.

X -+ x—>+oo x+1 x—> 4o X

Luego, f(x) tiene asintota horizontal en + oo de ecuacién AH: y = 1

. . ez e / -1 -2
Estudiemos la posicion de la grafica respecto de la asintota: Yg,4rica — Yasintota = zT —-1= T

Six = —, Yyrarica — Yasintota > 0 - Luego, la grafica esta “por encima” de la asintota en -

Six = +9, Yorarica — Yasintota < 0. Luego, la grafica esta “por debajo” de la asintota en +oo
AY
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