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1.- Los puntos A(–2, 3, 1), B(2, –1, 3) y C(0, 1, –2) son vértices consecutivos del paralelogramo ABCD.
(a) Halla las coordenadas del vértice D.
Resolución
[image: ]
Los vértices dados son A(–2, 3, 1), B(2, –1, 3) y C(0, 1, –2)

Si D(x, y, z) es el cuarto vértice entonces,  ⇒ (4, –4, 2) = (–x, 1 – y, –2 – z) 

Luego, 4 = –x ;  x = –4      ;     –4 = 1 – y ;  y = 5      ;      2 = –2 – z ;  z = –4. Por tanto, D(–4, 5, –4)

(b) Encuentra la ecuación de la recta que pasa por B y es paralela a la diagonal AC.
Resolución   B(2, –1, 3) y   ⇒ la recta que se pide es 

(c) Halla la ecuación del plano que contiene a dicho paralelogramo.
Resolución
Al ser  vectores directores del plano π que se pide, un vector normal de π es  

Y como π pasa por A(–2, 3, 1), entonces π: 1(x + 2) + 1(y – 3) + 0(z – 1) = 0 ⇒ π: x + y – 1 = 0


2.- Sea la recta r dada por   y el plano π definido por x + my – z = 1
(a) ¿Existe algún valor de m para el que π y r son paralelos?
(b) ¿Para qué valor de m está la recta contenida en el plano?
(c) ¿Cuál es la posición relativa de la recta y el plano cuando m = 0?
Resolución
La posición relativa de r y π depende del sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones de la recta y del plano,    ;    

 ; m = –1    ó   m = 2 

c) Si A es la matriz de coeficientes y A* la ampliada o matriz del sistema, según el teorema de 
Rouché-Fröbenius, si m ≠ –1, m ≠ 2  rg A = rg A* = 3 = nº de incógnitas y el sistema es compatible determinado (solución única). En este caso la recta y el plano son secantes

b) Si m = –1, . Como el 2º plano que define a r coincide con π, resulta que r ⊂ π

a) Si m = 2, . El determinante de la matriz es 9 ≠ 0. 
Según el teorema de Rouché-Fröbenius, rg A = 2 ≠ rg A* = 3 y el sistema es incompatible (no tiene solución). En este caso la recta y el plano son paralelos
3.- (prueba extraordinaria) Sea la recta s dada por 
(a) Halla la ecuación del plano π1 que es paralelo a la recta s y contiene a la recta r, dada 
por x – 1 = –y + 2 = z – 3.
Resolución
 ;  A(1, 2, 3)  r ; un vector director de r es  
 . Hacemos y = 0, de donde z = 3  ;   x – 3 = –1 , x = 2. Luego, B(2, 0, 3) ∈ s

Un vector director de s se obtiene como producto vectorial de los vectores normales de los planos que definen a la recta s:      
Como , los vectores  son l.i. independientes. Luego, r y s se cruzan   [image: ]
Sea de α = π1 el plano que nos piden. Al ser  vectores directores de α, 
un vector normal de α es  
Y como α pasa por A(1, 2, 3), entonces α: –1(x ‒ 1) + 0(y – 2) + 1(z – 3) = 0 ⇒ α: –x + z – 2 = 0

(b) Estudia la posición relativa de la recta s y el plano π2, de ecuación x + y = 3, y deduce la distancia entre ambos.
Resolución
     π2: x + y = 3, 
[image: ]
Luego, s y π2 son secantes y, por tanto, la distancia entre ambos es 0

4.- (prueba extraordinaria) Considera los puntos A(1, 1, 0), B(1, 1, 2) y C(1, –1, 1).
(a) Comprueba que no están alineados y calcula el área del triángulo que determinan.
Resolución
. Luego nos están alineados
[image: ]

Sabemos que el área del triángulo es  
   ;      
(b) Halla la ecuación del plano que contiene al punto A y es perpendicular a la recta determinada 
por B  y  C.
Resolución
[bookmark: _Hlk87251259]Sea r la recta determinada por B y C. Un vector director de r es , que es a la vez un vector normal del plano π que se pide  [image: ]
Y como π pasa por A(1, 1, 0), entonces π: 0(x ‒ 1) + 2(y – 1) + 1(z – 0) = 0 ⇒ π: 2y + z – 2 = 0


5.- (prueba ordinaria) Dada la recta r definida por 
(a) Halla la ecuación del plano que pasa por el origen y contiene a r.
Resolución
Sea O(0, 0, 0) el origen. Claramente O ∉ r  ; A(1, –1, 2) ∈ r  y un vector director de r es  
[image: ]
Al ser vectores directores del plano π que se pide, un vector normal de π es  

Y como π pasa por O(0, 0, 0), entonces π: –7(x – 0) + 3(y – 0) + 5(z – 0) = 0 ⇒ π: –7x + 3y + 5z = 0

(b) Halla la ecuación del plano que pasa por el origen y es perpendicular a r.
Resolución
Al ser el plano perpendicular a r, un vector normal de α es  
[image: ]
Y como α pasa por O(0, 0, 0), entonces α: 2(x – 0) + 3(y – 0) + 1(z – 0) = 0 ⇒ α: 2x + 3y + z = 0


6.- (prueba ordinaria) Dados los puntos A(2, 1, 1) y B(0, 0, 1), halla los puntos C en el eje OX tales que el 
área del triángulo de vértices A, B y C es 2.
Resolución
Al ser C un punto del eje OX, será de la forma C(k, 0, 0)   [image: ]
Sabemos que el área del triángulo es  
,      

Los puntos son     y     
7.- Considera la recta r definida por   y la recta s definida por 
(a) Estudia la posición relativa de r y s.
Resolución
[bookmark: _Hlk111130726] . Hacemos y = 0, de donde z = 3. Luego, A(0, 0, 3) ∈ r

Un vector director de r se obtiene como producto vectorial de los vectores normales de los planos que definen a la recta r:      

 . Hacemos x = 0, de donde z = –3. Luego, B(0, 0, –3) ∈ s

Un vector director de s se obtiene como producto vectorial de los vectores normales de los planos que definen a la recta s:      
Como , los vectores  son l.i. independientes. Luego, r y s se cruzan


(b) Halla la ecuación general de un plano que contiene a s y es paralelo a r.
Resolución
[image: ]
Al ser  vectores directores del plano α que se pide, un vector normal 
de α es  
Y como α pasa por B(0, 0, –3), entonces α: –2(x ‒ 0) + 3(y – 0) + 1(z + 3) = 0 ⇒ α: –2x + 3y + z + 3 = 0

8.- Sea la recta r definida por  y sean los planos π1, de ecuación x + y + z = 0, y π2, de ecuación 
y + z = 0. Halla la recta contenida en el plano π1, que es paralela al plano π2 y que corta a la recta r.
Resolución
Estudiemos la posición relativa de la recta y los planos:
 . Los puntos de r son de la forma (1, 1, k). Luego, A(1, 1, 0) ∈ r   y   
Un vector normal de π1 es    y uno de π2 es  
   ;     ;    ; A(1, 1, 0) ∉ π1   ;  A(1, 1, 0) ∉ π2      
Luego, los planos son secantes y la recta los corta.

Sea P(a, b, –a – b) un punto genérico de π1 . 
Punto de corte de r con π1 , (1, 1, k). Como 1 + 1 + k = 0, entonces k = –2. Punto Q(1, 1, –2)
Como la recta s que se pide está contenida en π1 y corta a r pasará por P y Q. Al ser paralela a π2 ,   ⇒ 1 – b + a + b – 2 = 0 ⇒ a = 1.

Entonces P(1, b, –1 – b). Tomemos, por ejemplo, b = 2,   ;  
9.- Se sabe que los planos de ecuaciones x + 2y + bz = 1,    2x + y + bz = 0,    3x + 3y – 2z = 1 se cortan 
en una recta r.
(a) Calcula el valor de b.
Resolución
Como se cortan en una recta el  no puede ser 3 porque si lo fuese, usando el teorema de 

Rouché-Fröbenius el sistema formado por las ecuaciones de los planos sería compatible determinado y entonces los planos se cortarían en un punto.

Por tanto, el determinante debe ser nulo: –2 + 6b + 6b – 3b – 3b + 8 = 6b + 6 = 0 ⇒ b = –1.



(b) Halla unas ecuaciones paramétricas de r.
Resolución
Como b = –1, nos quedan los planos  . La matriz del sistema 

es .  


Luego, el corte de los tres planos es la recta 


Llamando y = k, se tiene z = 2 + 3k ;    x = 1 + z – 2y = 1 + 2 + 3k – 2k = 3 + k.


Por tanto, unas ecuaciones paramétricas de r son 


10.- Dados los puntos A(2, 1, –1) y B(–2, 3, 1) y la recta r definida por las ecuaciones  
halla las coordenadas de un punto de la recta r que equidiste de los puntos A  y  B.
Resolución
[bookmark: _Hlk119060005]Multiplicamos la 1ª ecuación por 2,  . Restando, x + 2y = –3. 

Llamamos y = k ;     x = –3 – 2y = –3 – 2k ;        2z = 3x + 5 = –9 – 6k + 5 = –4 – 6k  ⇒  z = –2 – 3k


Por tanto, el punto de r que buscamos es de la forma P(–3 – 2k, k, –2 – 3k).

 



Elevando al cuadrado y simplificando, 24k + 27 = 16k + 19 → k = –1. El punto buscado es P(–1, –1, 1).
11.- Se considera la recta r definida por mx = y = z + 2, (m ≠ 0), y la recta s definida 
por 
(a) Halla el valor de m para el que r y s son perpendiculares.
Resolución
 . A(0, 0, –2)  r   y  un vector director de r es   


 . B(4, 1, 0)  s   y  un vector director de s es   



r ⊥ s ⇔   ⇔  4 + m + 2m = 0  ⇔  



(b) Deduce razonadamente si existe algún valor de m para el que r y s son paralelas.
Resolución
Como  entonces r y s nunca podrán ser paralelas, serán secantes, coincidentes o se cruzarán.





12.- Considera los puntos A(2, 0, 1), B(–1, 1, 2), C(2, 2, 1) y D(3, 1, 0).
(a) Calcula la ecuación del plano π que contiene a los puntos B, C  y  D.
Resolución
[image: ]
Al ser   vectores directores del plano π un vector normal de π es 




Y como π pasa por D(3, 1, 0), entonces π: 1(x ‒ 3) – 1(y – 1) + 2(z ‒ 0) = 0 ⇒ π: x – y + 2z – 2 = 0










(b) Halla el punto simétrico de A respecto del plano .
Resolución
Como las coordenadas de A(2, 0, 1) no cumplen la ecuación del plano π: x – y + 2z – 2 = 0, 
pues 2 – 0 + 2.1 – 2 = 2 ≠ 0, el punto A no pertenece al plano :

[image: ]

- Hallamos la recta r que pasa por A y es ortogonal a :

Un vector director de r es el vector normal del plano, 

Luego, 



- Hallamos el punto de corte, Q, entre el plano y la recta resolviendo el sistema de ecuaciones: 
⇒  2 + k + k + 2 + 4k – 2 = 0 ⇒ 6k + 2 = 0 ⇒  ⇒  

Por tanto, 


Por último, calculamos el simétrico A´(x, y, z) del punto A(2, 0, 1) respecto del plano  usando 
que Q es el punto medio del segmento AA´

 


Luego, el simétrico es 
– 3 –
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