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Profesor: Rafael Nufiez Nogales

x+2y—3z=3
2x+3y+z=5
a) Calcula a de manera que al afiadir una tercera ecuacion de la forma ax + y — 7z = 1 el sistema
resultante tenga las mismas soluciones que el original.

Resolucién

1.- (prueba ordinaria) Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales {

1 2 -3

5 3 1),quecomo|; §|=—1¢O,rgA=2.

La matriz de coeficientes es A = (
1 2 -3 3

5 3 1 5) que contiene a Ay sélo tiene dos filas. Luego, rg A* = 2

La matriz ampliada es A* = (

Comorg A =2 =rg A* <n?de incégnitas, por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es compatible
indeterminado, tiene infinitas soluciones.

x+2y—3z=3
Al afiadir una tercera ecuacion de la forma ax + y — 7z = 1 el nuevo sistema es {Zx +3y+z=5
ax+y—7z=1

1 2 -3 1 2 -3 3
Las matrices de coeficientes y ampliadasonB=(2 3 1 | B*=({2 3 1 5
a 1 -7 a 1 -7 1

Como el sistema debe tener las mismas soluciones que el inicial det B debe ser nulo porque si no lo fuese
serfarg B =3 =rg B* = n? de incégnitas y por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema seria
compatible determinado.

detB=-21+4+2a-6+9a-1+28=11a=0 ¢ a=0.Respuesta:a =0

b) Calcula las soluciones del sistema dado tales que la suma de los valores de las incégnitas sea 4.
Resolucién
x+2y—3z=3
El nuevo sistemaes{2x +3y +z =5
x+y+z=4

1 2 -3 1 2 -3 3
Las matrices de coeficientes y ampliadasonA={2 3 1 | A"=(2 3 1 5
11 1 1 1 1 4

detA=3+2-6+9-4-1=3+0, rgA=3=rgA*=n?de incognitas.
Por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado, tiene solucién tinica
Vamos a usar esta vez la regla de Cramer para resolverlo:

3 2 -3 1 3 -3 1 2 3
A,={5 3 1 Ay, =2 5 1 A, =2 3 5);detA;,=9+8-15+36-10-3=25

4 1 1 1 4 1 1 1 4

detAy=5+3-24+15-6-4=-11 detA,=12+10+6-9-16-5=-2

.. det Ay 25 det4,, -11 detA4, -2
Luego, la solucibnes x = —— = — y=—>=— 7 =—"z2 ="
detA 3 detA 3 detA 3
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0 1 1 1 -1 1
2.- (prueba ordinaria) Considera las matrices A = <1 0 0) y B= ( 1 -1 0)

0 0 1 -1 2 3
Determina, si existe, la matriz X que verifica AX + B = A2,

Resolucion
Restando B en los dos miembros, AX = A2 - B

Observemos que como det A = -1 # 0, existe A~1. Multiplicando por A-1, por la izquierda, en los dos
miembros: A~ 1AX = A-1(A2-B) ; IX=A"1(A%2-B) ; X=A1(A2-B).

0 1 1,0 1 1 1 -1 1 1 0 1 1 -1 1 0 1 0
A*-B=(1 0 oJ{1 0o 0oJ]-[1 -1 o])={0 1 1])-({1 -1 of=(-1 2 1
0 0 1/\0 0 1 -1 2 3 0 0 1 -1 2 3 1 -2 =2

) [0 -1 0 70 10

— ; trp2 _ = — | —_ —
X=1—(adjA'A*-B)=—{(-1 0 0 1 2 1
0 1 -1/ \1 -2 =2

0 -1 0 0 1 0 1 -2 -1 -1 2 1
X=—-1-1 0 1 -1 2 1 )]=—({1 -3 -2)]=|-1 3 2
0 0 -1 1 -2 =2 -1 2 2 1 -2 -2

x—y+mz=0
3.- (prueba extraordinaria) Considera el siguiente sistema de ecuaciones { mx+2y+z=0
—-x+y+2mz=0
a) Halla los valores del parametro m para los que el sistema tiene una unica solucion.
Resolucién

1 -1 m 1 -1 m O
Las matrices de coeficientes y ampliadasonA=| m 2 1 ]| 4A={m 2 1 0
-1 1 2m -1 1 2m O

Para que el sistema tenga solucidn Unica, segin el teorema de Rouché-Frébenius,
debe serrg A =3 =rg A* = n? de incdgnitas. Luego det A debe ser no nulo.

detA=4m+1+m?2+2m+2m?-1=3m?2+6m=3m(m+2)=0m=0 6 m=-2,

Luego, para m # 0, m # -2 el sistema tiene una Unica solucion, la solucién nula (observa que es un
sistema homogéneo).

b) Halla los valores del parametro m para los que el sistema tiene alguna solucién distinta de la soluciéon
nula.

Resolucién
Usando el apartado anterior ydadoquedet A=0 m=0 6 m=-2,param=0 6 m = -2 el sistema
tiene infinitas soluciones, pues no puede ser incompatible.

Luego, larespuestaesm=0 6 m = -2
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c) Resuelve el sistema para m = —2.
Resolucién
Para m = -2 sabemos que el sistema tiene infinitas soluciones.

1 -1 =2 o0\ —f1 -11 2 0
La matriz del sistemaes4* = -2 2 1 0)f2+2f1{ o0 0 -3 O

-1 1 -4 0/ f34f1 \0 0 -6 0
o a - a e -1 1 2 0
Eliminando la 32 fila y dividiendo la 22 fila entre -3 obtenemos: ( 0 o0 1 0)
que corresponde al sistema {—x + ;] j_ gz =0 .Despejando x en la 12 ecuacién,x =y + 2z=y+ 2.0=y
xX=A
Llamando y = A, las infinitas soluciones son{y = A ,conA €R
z=0
Xy z
4.- (prueba extraordinaria) Sabiendo que el determinante de la matriz A = <1 0 1) es 2, calcula los
1 2 3

siguientes determinantes indicando, en cada caso, las propiedades que utilices:
a) det(3A)

Resolucién
Al ser A cuadrada de orden tres, det(3A) = 33.det A =33.2 =54

b) det(A-1)
Resolucién
det(471) = t _ 1
© ~detd 2
3 0 1
©)|3x 2y =z
3 4 3
Resolucién
3 0 1 o 3x 2y z @ Xy z 3)
3x 2y z|=—|3 0 1/l=-3211 0 1|=>-3.22=-12
3 4 3 3 4 3 1 2 3

(1) Cambiamos de orden las 2 primeras filas y el determinante cambia de signo

(2) Sacamos el factor 3 de la 12 columna y 2 de la 22 columna

Xy z
(3) Por el enunciado sabemosque |1 0 1| =2
1 2 3
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1 2 3
dx+2 y+4 z+6
-1 0 -1
Resolucién
1 2 3 @ x+2 y+4 Z+6(2)x+2 y+4 Z+6(3)
x+2 y+4 z+6|=>—| 1 2 3 |=| -1 0 -1 (=
-1 0 -1 -1 0 -1 1 2 3
x+2 y+4 Z+6(4) {x y z 2 4 6}(5)
-1 1 0 1 |=—411 0 1{+1 0 1{=>-(2+0)=-2
1 2 3 1 2 3 1 2 3

(1) Cambiamos de orden las dos primeras filas y el determinante cambia de signo
(2) Cambiamos de orden las dos ultimas filas y el determinante cambia de signo
(3) Cambiamos de signo la 22 fila, o sea la multiplicamos por -1

(4) Descomponemos como suma de dos determinantes

Xy z
(5) Porelenunciado |1 0 1] = 2yel 22 determinante vale cero por ser proporcionales la 12 y 32 filas
1 2 3
a b c
5.- Sabiendo que el determinante de la matriz A = (b d e) es 3, halla los siguientes determinantes
c e f

indicando, en cada caso, las propiedades que utilices:
a) det(A3), det(A-1), det(A + AY) (Atindica la traspuesta de A).

Resolucién
det(A3) = [det A]3=33=27 ; det(4™}) = deltA = %

Observamos que A = At luego det(A + AY) = det(2A)

Al ser A cuadrada de orden tres, det(2A) = 23.det A = 23.3 = 24

a b ¢
b)det(c e f)

2b 2d 2e
Resolucién
a b | a b | a b c @)
c e f|=—-12b 2d 2e[=-2|b d e|=>-23=-6
2b 2d 2e c e f c e f

(1) Cambiamos de orden las dos ultimas filas y el determinante cambia de signo

(2) Sacamos el factor 2 de la 22 fila

(3) Por el enunciado sabemos que

o QT

a o Q

N 0
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a b 4a-c
c)det(b d 4b—e>

c e 4c—f
Resolucién
ab4a—c(1)ab4a abc(z)
b d 4b—e|=|b d 4b|—|b d e|=>0-3=-3
c e 4c—f c e 4c c e f
(1) Descomponemos como resta de dos determinantes
a b c
(2) El primer determinante vale cero por ser proporcionales la 12y 32 columnasy |[b d e[ =3
c e f

mx—2y+z=1
6.- Considera el siguiente sistema de ecuaciones {x —2my+z=-2
x—2y+mz=1
a) Discute el sistema segtn los valores del parametro m.
Resolucién

m =2 1 m -2 1 1
Las matrices de coeficientes y ampliada son A = ( 1 -2m 1 ) y A" = ( 1 -2m 1 —2)

1 -2 m 1 -2 m 1
detA=-2m3-2-2+4+2m+2m+2m=-2m3+6m-4=0m3-3m+2=0

Factoricemos haciendo uso de la regla de Ruffini:

10 -3 2
111 1 -2 .Nosqueda(m-1)(m?®+m-2)=0,dedondem=1 6 m2+m-2=0
11

-2 0
_ -1+4/1-41(-2) _ -1+3 m=1
m= 2.1 T2 'm=-=2

-Sim# 1;,m+# -2 ,detA#0 y rgA =3 =rgA*=n?de incoégnitas. Luego, por el teorema
de Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado, tiene solucion tnica

1 -2 1
-Sim=1,A=(1 -2 1]=1 -2 1), rgA=1.
1 -2 1

1 -2 1 1
Porotraparte, A*"=(1 -2 1 -2|= (1 -2 b ) que como |1 1 | =-3#0,rgA*=2.
1 -2 1 1 1 -2 1 =2 1 -2

Luego, rg A =1 #2=rg A*. Por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es incompatible, no tiene
solucion.

-2 -2 1 1 4
-Sim=-2,detA=0yA=| 1 4 1 ,quecomo| |:—8¢O,rgA=2.
1 -2 =2 L =2

—2 -2 1 1\ f1+2f3/0 -6 -3 3\ fl=—f2 . . . _,
a=(1 a4 1 -2)f2-p3(0 6 3 -3 23 ({ 5 )
1 -2 -2 1 1 -2 -2 1

y como |(1) _22| =-2#0,rgA*=2.

Luego, rg A = 2 = rg A* < n? de incdgnitas. Por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es compatible
indeterminado, tiene infinitas soluciones.
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b) Si es posible, resuelve el sistema param = —2.
Resolucién
Para m = -2 sabemos que el sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.

o 2 1 -1
1 -2 -2 1

. Despejando z en la 12 ecuacién, z = —1 — 2y .

La matriz del sistema es equivalente a (
2y +z=-1
x—2y—2z=1

) que corresponde al

sistema {

Despejando x en la 22 ecuacion, setiene x =1+ 2y +2z=14+2y+2(-1—-2y) =—-1-2y

x=-1-2k
Llamando y =k, las infinitas soluciones son { y=k ,conk€eR
z=-1-2k

A1 Q12 Qg3
7.- Se sabe que el determinante de la matriz A = <a21 az2 a23> es -3. Calcula, indicando las
a3z; Q32 dzz
propiedades que utilices, los siguientes determinantes:
a) det(-2A) y det(A-1).
Resolucién
Al ser A cuadrada de orden tres, det(-2A) = (-2)3.det A = (-2)3.(-3) = 24

_ 1 1 -1
det(A™) = or =5 =5

ay; Qp1+2az; 5az
a1 Az +2a3; 5as;
Q13 Qz3 +2azz Sasz
Resolucién

@) ai; Q12 0433
= —7.2|021 Az a3
az; Gz 0azz

az, a; ass
7ay7, 7a1;  7a;3
2a31 2a3, 2asz

b) y

az, a; as
7ay7 7a1;  7a;3
2a31 2a3, 2asz

7a41 7a1, 7a43

1 3)
= — | dy (0% ar3 = —7.2. (—3) =42

2a31 2a3, 2as;

(1) Cambiamos de orden las 2 primeras filas y el determinante cambia de signo

(2) Sacamos el factor 3 de la 12 columna y 2 de la 22 columna

a1 A1 Qg3
a1 Az Az
az1 dzz dsz

(3) Por el enunciado sabemos que =-3

a1 Az Saz
a1 Az 5as;
ay3 Q3 5Sassz

a1 Az +2az; 5az;
A1z Az +2as; 5as;
ay3 dy3 + 2azz  Sass

a1 2az; Sasz
a1 2az, Sas;
a;3 2asz  Sass

1)

@)
&) + =5.(-3)+0=—15

(1) Descomponemos como suma de dos determinantes

(2) El primer determinante es 5 por el determinante de la traspuesta de la matriz del enunciado, que
vale -3 y el 22 determinante vale cero por ser proporcionales la 22 y 32 columnas
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1 0 2 2 0 -3
8.- Considera las matricesA=<1 1 1) y B= ( 3 -1 —3)

a) Calcula A-1.
Resoluciéon
comodetA=6-4-3=-1=%0,existe AL,
) 1—321t -3 6 -2 3 -6 2
detA(ade)t=:<6 —4 —3>=—<2 —4 1>=<—2 4 —1)
-2 1 1 1 -3 1 -1 3 -1

At =

b) Halla la matriz X que verifica que A'X + B =1
Resolucién
Restando B en los dos miembros, AXX =1-B

Observemos que como det At = det A = -1 # 0, existe (AY)~1 = (A-1)t. Multiplicando por (AY)-1, por la
izquierda, en los dos miembros: (AY)-1AX = (A)-1(1-B); IX=(AY"1(1-B) ; X=(A"D)YI-B).

3 -2 -1 1 0 0 2 0 -3 3 -2 —-1\/-1 0 3 2 -6 1
X=(-6 4 3 ) 0 1 0) -3 -1 =-3]|=(-6 4 3 -3 2 3= (—3 14 0
2 -1 -1 0 0 1 -1 -2 -1 2 -1 -1 1 2 2 0 -4 1

x+(m+1Dy+2z=-1
9.- Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales mx+y+z=m
A-mx+2y+z=-m-1
a) Discute el sistema segtn los valores del parametro m.
Resolucién

1 m+1 2 1 m+1 2 -1
Las matrices de coeficientes y ampliadasonA=| m 1 1|yA = m 1 1 m
1-m 2 1 1-m 2 1 -m-1

detA=1+1-m24+4m-2+2m-m?-m-2=-2m?2+5m-2=02m?2-5m+2=0

= SEV25-422 _ 5%3 ng
N 2.2 e Tm=—

. 1 C ,
-Sim# 2;m#-, detA# 0 y rg A=3 =rg A* =n?de incognitas. Por el teorema de Rouché-
Frobenius el sistema es compatible determinado, tiene solucién Ginica

1 3 2 1 3
-Sim=2,A=(2 1 1 ,quecomo| |=—5¢O,rgA=2.
-1 2 1 2 1

=

1 3 2 -1 1 3 2 -1
A*=<2 1 z)fz_zfl(o -5 -3 4)f2:—f3((1) S )
-1 21 -3/ B3+ \o 5 3 —4

ycomo|(1) gl =5#0,rgA*=2.

Luego, rg A = 2 = rg A*< n? de incognitas. Por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es compatible
indeterminado, tiene infinitas soluciones.
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1 22
2
.1 _ |1 1 1) _ _
-Slm—7,detA—0yA— > 1 1 ,quecomo|2 1|——1;t0,rgA—2.
=~ 21
2
1 22
L2 12-f1234—2f1—2f30—504
A*=?1152.f21221 f2—f310 -2 0 4
1 -3 | 2.f3\1 4 2 -3 1 4 2 -3
2 2
—5y=4 yz_?
que corresponde al sistema -2y =4 = y=-2
x+t4y+2z=-3 |\x+4y+2z=-3

Como las dos primeras ecuaciones son contradictorias el sistema es incompatible, no tiene solucion.

b) Resuélvelo para m = 2. Para dicho valor de m, calcula, si es posible, una solucién en la que z = 2.

Resolucién
Para m = 2 sabemos que el sistema tiene infinitas soluciones.
. . : 1 3 2 -1 . x+3y+2z=-1
La matriz del sistema es equivalente a (O c 3 _4), que corresponde al swtema{ Sy +3z=—4 °
. . s —4 -5y
Despejando z en la 22 ecuacién, z = —
Despejando x en la 12 ecuaciéon, x = —1 —3y — 2z =—-1—-3y — 2 _4;5y = _3_93’;8“03/ = yzs
_k+5
03
Llamando y =k, las infinitas soluciones son y=k ,con A ER
-4 - 5k
T3
Para que haya una solucién con z = 2 debe ser mink) S 2, -4-5k=6, k=-2
_ —2+5
Xr=" x=1
Luego, si existe esa soluciony es y=—-2 -oijy=-=-2
_ —4-5(=2) z=2
3
. . _14+m 1 1 -1
10.- Considera las matrices A = ( 1 1— m) y B= (1 0 )
a) ;Para qué valores de m se verifica que A2 = 2A + I?
Resolucién
1+m 1 1+m 1 1+m 1 1 0
A2=2A+] =2
e (1™ )0 o) =200 2D+ 6 )
Z42m+2 2 2m + 3 2
0 d ,(m + ) _
perando 5 M — 2m 4+ 2 ( 5 3—2m)
: 242m+2=2m+3 _ m?>=1 ¢
Igualando los element dt,{m = >m=1 =-1
gualando los elementos correspondientes, § , ", . o _ 3", {mz _{>m 6m

-8-
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b) Param = 1, calcula A-1 y la matriz X que satisface AX — B = AB.
Resolucién

2 1). Como det A = -1 # 0, existe A~L.

1 0
_ t —
ez =%, =, D=0 Y

Resolvamos ahora la ecuacién AX — B = AB:

Param=1,A=(

Sumando B en los dos miembros, AX = AB + B. Multiplicando por A-1, por la izquierda, en los dos
miembros: A-1AX = A-1(AB + B) ; IX=A"1(AB+ B) ;X=A"1(AB+ B) =A-1AB+ A-1B=B + A-1B.

=0 0+0 DG D=0 D+ D=6 D

Ay+(A+1)z=2
11.- Considera el siguiente sistema de ecuaciones con incégnitas x, y, z, { Ax+z=2
x+Az=21
a) Discute el sistema segtin los valores del parametro A.
Resoluciéon

0 1 A+1 0 4 2+1 2
Las matrices de coeficientes y ampliada son 4 = </1 0 1 ) y A" = (/1 0 1 A)

1 0 A 1 0 A A
detA=A-B=0r(1-A)=0r=0,A=-1, A=1

-SiA#0,A#-1, A#1,detA#0 y rg A= 3 =rg A* = n? de incdgnitas. Por el teorema de Rouché-
Frobenius el sistema es compatible determinado, tiene solucién tinica

0 0 1 0 1
-Si2=0,4=(0 0 1], detA=0ycomo | -|=-1%0rga=2
10 0 1o

0 01 0

A"=({0 0 1 0 f2:f1(0 01 O)ycomo|0 1|=—1;t0,rgA*=2.
100 0 10 00 10

Luego, rg A = 2 = rg A*< n? de incognitas. Por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es compatible

indeterminado, tiene infinitas soluciones.

0o -1 0 0 1
—Six=-1,A=(—1 0 1),detA=0ycomo |_1 O|=—1¢O,rgA=2.
1 0o -1

o -1 0 -1 0O -1 0 -1
A* = (—1 0 1 —1) f2+f13 (0 0 0 —2) y como la 22 fila corresponde a la ecuacién 0 = -2,
1 0o -1 -1 1 0 -1 -1

que es incompatible, el sistema es incompatible, no tiene solucidn.
0 1 2

~sin=1,4=(1 0 1), detA=0ycomo |) J|=-1#0rgA=2
1 0 1 10

01 2 1
A'=11 0 1 1 f2:f3(0 12 1)ycomo0 1|=—1;t0,rgA*=2.
10 1 1 1 0 1 1 1 0

Luego, rg A = 2 = rg A*< n® de incognitas. Por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es compatible
indeterminado, tiene infinitas soluciones.
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b) Resuelve el sistema para A = 1.
Resolucién
Para A = 1 sabemos que el sistema tiene infinitas soluciones.

01 2 1
1 0 1 1

y+2z=1

, que corresponde al sistema { .
)q p x+z=1

La matriz del sistema es equivalente a (

Despejando z en la 22 ecuacion, z = 1 — x
Despejando y en la 12 ecuaciéon,y =1—-2z=1-2(1—-x) = -1+ 2x

x=k
Llamando x =k, las infinitas soluciones son{y = —1 + 2k ,conk€R
z=1—-k

c) Para A = 0, si es posible, da tres soluciones distintas.
Resolucién
Para A = 0 sabemos que el sistema tiene infinitas soluciones.

. . . 0 0 1 0 . z=0
La matriz del sistema es equivalente a (1 0 0 O)’ que corresponde al sistema {x 0
x=0
Llamando y = Kk, las infinitas soluciones son{y =k ,conk €R
z=0

Luego, tres soluciones distintas son, por ejemplo, (0, 1,0), (0, 2,0) y (0, 3, 0)

1 0 0 0 0 1
12.- Consideralas matricesA=(0 -2 1)y B=(1 1 1

0 -5 3 1 0 0
Halla la matriz X que verifica A-1XA =B — A.

Resolucién
Observemos que como det A = -1 # 0, existe A-1. Multiplicando por A, por la izquierda y por A-1, por la
derecha, en los dos miembros: AA"IXAA-1=A(B-A)A1l ; IX=A(B-A)A1; X=AB-AAL

— t —
. L 1 1 0 0 1 0 O 1 0 O
A = Sera (adj A) =—(0 3 5/=—-(0 3 —-1]=(0 -3 1
0 -1 -2 0 5 -2 0 -5 2

1 0 O 0 0 1 1 0 O 1 0 O 0 1 0
X = <O -2 1) [(1 1 1) - (0 -2 1)] (0 -3 1) = (—1 2 1 )
0 -5 3 1 0 O 0 -5 3 0 -5 2 1 -2 =2
1 0 0\/-1 0 1 1 0 O -1 0 1 1 0 O -1 -5 2
X = <O -2 1)( 1 3 0 )(O -3 1) = (—1 -1 —3) <0 -3 1) = <—1 18 —7)
0 -5 3 1 5 -3/\0 -5 2 -2 0 -9/\0 -5 2 -2 45 -18
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