PAU — MATEMATICAS Il - GEOMETRIA - ANDALUCIA - MODELOS DE 2014 RESUELTOS

Profesor: Rafael Nufiez Nogales

1.- (prueba ordinaria) Considera la recta r que pasa por los puntos A(1, 0, -1) y B(-1, 1, 0).
a) Halla la ecuacidn de la recta s paralela a r que pasa por C(-2, 3, 2).
Resolucién

Al ser la recta s paralela a r, un vector director de s es 7; =A4B = (-2,1,1)

x=-2-2k
Y como s pasa por el punto C(—2,3,2),s:y y=3+k ,conk€R
z=2+k
b) Calcula la distanciaderas.
Resolucién
Dado que ry s son paralelas, d(r, s) = d(4, s) = d(A, M)
el n
A
?
|
[
|
[
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""""" T
|
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El plano Tt es perpendicular a s, luego su vector normales n~ = TS =(-2,1,1)
Y como m pasa por A(1,0,-1), entonces : -2(x=1) + 1(y-0)+ 1(z+ 1) =0,

dedondem: -2x+y+z+3=0

x=-2-2k
. ., . . y=3+k
Hallamos M como punto de interseccidn de s y T resolviendo el sistema: =24k

—-2x+y+z+3=0
-2(-2-2k)+3+k+2+k+3=0;6k+12=0;k=-2.

Por tanto M(=2 - 2.(=2), 3+ (-2), 2+ (-2)) = M(2, 1,0)

d(r,s) =AM | =(1,1,1) =V12+12+12=+3 =173 u
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2.- (prueba ordinaria) Sea r la recta definida por {Zx —Y+z=1

a) Determina la ecuacién general del plano que contiene a r y pasa por el origen de coordenadas.
Resolucién
Observamos que P(0, 0, 0) ¢ r porque no cumple sus ecuaciones.

d
a, r—

et
A P T

Como r esta dada como interseccion de dos planos, un vector director de r es

. T 7k
d, =(1,2,-Dx2,-1,1)=|1 2 -1/=@1,-3,-5)//(-1,3,5)

2 -1 1

2y—z=3

Hallemos un punto der: six =0, {_y L=

Sumando,y =4;-4+z=1,z=>5.Luego, A(0,4,5) €r

El plano 1 que nos piden pasa por P(0, 0, 0) y tiene como vectores
directores d, = (—1,3,5) y PA = (0,4,5).

Luego, un vector normal de 1 es

—

SN l
T = dy x PA = (-1,3,5) x (0,4,5) = |1

0

= (=5,5,-4) // (5,-5,4)

SN
v

m:5(x=-0)-5(y-0)+4(z-0)=0=>m:5x-5y+4z=0

b) Halla las ecuaciones paramétricas del plano que corta perpendicularmente a r en el punto (1, 1, 0).
Resolucién
1+21-0=3

Observamos que (1, 1, 0) € r porque cumple sus ecuaciones, {2 1—1+40=1

Tt

El plano 1 que se pide pasa por P(1, 1, 0) y, al ser perpendicular a r tiene de
vector normal m’ = d—r> =(-1,3,5)

Luego, m: -1(x=1)+3(y-1)+5(z-0)=0=>m-x+3y+52-2=0
x=-2+4+31+5u

Llamandoy=A,z=p,comox=3y+5z-2,x=3A+5u-2,m: {jy =41
Z=U



PAU — MATEMATICAS Il - GEOMETRIA - ANDALUCIA - MODELOS DE 2014 RESUELTOS

Profesor: Rafael Nufiez Nogales

x =142t
3.- (prueba extraordinaria) Considera los puntos A(1, 1, 2) y B(1, -1, -2) y larecta r dada por{y =

z=1
a) Halla la ecuacion general del plano que contiene a r y es paralelo a la recta que pasa por Ay por B.

Resolucién
Estudiemos primero la posicion relativa de r y la recta s que pasa por Ay B:

La recta r pasa por P(1, 0, 1) y un vector director es W =(2,1,0)

Larecta s pasa por A(1, 1, 2) y tiene de vector director I) = AB =(0,-2,—-4)//(0,1,2)

2 1 0
0 1 2

0 1 1
independientes. Luego, r y s se cruzan

Como det( d, ,ds , PA ) = = —2 # 0, los vectores d,. , d; y PA sonlinealmente

El plano que se pide, i, pasa por P(1, 0, 1) y tiene como vectores directores d_r) y E; . Luego, un vector

S T Tk
normaldemes n; =d,xd,=(2,1,0)x(0,1,2) =2 1 o=@ -42)//(1,-2,1)
0o 1 2

mlx=-1)-2(y-0)+1(z-1)=0>mx-2y+z-2=0

b) Halla el punto de la recta r que esta a la misma distancia de A y de B.
Resolucién
A(1,1,2) y B(1,—1,—2).El punto de r que se pide es de la forma P(1 + 2t,t, 1), cont € R

2 — 2
d(A,P) =d(B,P) = |AP |=|BP |=[AP| =|BP | =12tt—1,-1)|> =|2¢t+ 1,3)|?
Y2+ (t-1)2+(-1D?2=Q)2+ (t+1)2+32=>t2-2t+1+1=t2+2t+1+9=>-8=4t=>t=-2

Luego, el punto es P(1 + 2(—2),—2,1) = P(-3,-2,1)
-3-
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4.- (prueba extraordinaria) Sea r la recta que pasa por los puntos A(1, 0, -1) y B(2, -1, 3).
a) Calcula la distancia del origen de coordenadas a la rectar.

Resolucién
L x=1+k
Un vector directorderes d = AB =(1,—-1,4) y A(1,0,-1)€r, r:{ y=—k ,conk€R
z=—-1+4k
0=1+k
El origen de coordenadas P(0, 0, 0) ¢ r porque no cumple sus ecuaciones, r: { 0=- (absurdo)
0=-1+4k

Hallemos el punto Q de r de forma que PQ L d. Una vez calculado, d(P, r) = d(P, Q) = | PQ|.
Un punto Q de r es de la forma Q(1 + k, -k, -1 + 4k) ; W =(1+k,—k,—1+4k)

Como debeser PQ Ld = PQ.d =0.Luego, 1.(1 + k) + (-1)(-k) + 4(-1 + 4k) = 0

1+k+k-4+16k=0; 18k-3=0; k =—=Luego, PQ = (1 +—,——,—1+4—) = (1,1,‘—2)
6 6 6 6 6 6 6

¥ _ &

AP, =[PQ|=|(2. =) =217, -1,-2) = =72+ (D2 + (-2)Z === = = = 1,225

b) Halla la ecuacion de la recta que corta perpendicularmente a r y pasa por el origen de coordenadas.
Resolucién

Hallamos el plano m que pasa por P y es perpendicular a r. Después, calculamos el punto de corte, Q, entre

ry m. Larecta s que nos piden es la que pasa por Py Q

9P

SILTT

Un vector normal de 1t es un vector director de r:
m,=d,=(1,-1,4); P(0,0,0)en=>m1(x—0)—1(y—0)+4(z—0)=0=>mx—y+4z=0

x=1+k
—ram y=-k _ —0 18k-3=0 k=21
HallemosQ=rnNm: 7= —14 4k ;1+k+k+4(-1+4k)=0; 18k-3=0; k= S
x—y+4z=0
x=1+=
6
Por tanto, y = —% . Q (%, %,_TZ). Hallemos unas ecuaciones paramétricas de la recta, s, que nos
z=—1+4-
L ;1 o x=-7k
piden: Como s pasaporP y d; = PQ =Q(Z,?,T) // (=7,1,2),s:{ y=k ,conk€R
z =2k

-4 -
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x=1+21

5.- Sear larecta definida por{y = 1 + 1 y s larecta dada por x__z = % = Z__Zl
z=A

a) Halla la ecuacion de la recta que corta perpendicularmenteary as.

Resolucién
Estudiemos primero la posicion relativa dery s:

Larectar pasa por A(1, 1, 0) y tiene de vector director H;_) =(1,1,1)

La recta s pasa por B(1, 0, 1) y tiene de vector director ?; =(-2,1,-2)//(2,—-1,2)

1 1 1
El vector AB = (0,—1,1).Como det( d, ,ds , AB ) =2 —1 2|=-3=+#0,losvectores
0 -1 1

d, ,ds y AB sonlinealmente independientes. Luego, r y s se cruzan

Sea tla recta que se pide. Como t debe ser perpendicular ary a s, tendra de vector director

T 7 k
de =dr xds =1 1 1|=B0-3)//(10-1)
2 -1 2

- Hallamos el plano, «, perpendicular a r y que contiene a s:

Al tener como vectores directores d; y d; ,unvector normal de a es

—

. T Tk
ng =ds xdy =2 -1 2]|=(001,41)
1 0 -1

Y como a pasa por B(1, 0, 1), entonces a: 1(x=1) +4(y-0)+1(z-1)=0; i x+4y+z-2=0

- Hallamos el plano, 3, perpendicular a s y que contiene ar:
Al tener como vectores directores d,, y d; ,unvector normal de 3 es

T 7k

I
ng =d, xde =|1 1 1(=0-12-1//1,-21)

1 0 -1

Y como {3 pasa por A(1, 1, 0), entonces B: 1(x=1)=-2(y-1)+1(z=-0)=0 ; B:x-2y+z+1=0

x+4y+z—-2=0

La recta perpendicular cominest =an f ,oseat: {x 2y +z4+1=0

-5-
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b) Calcula la distancia entrery s.
Resolucién
Podemos hallarla usando la férmula de la altura del paralelepipedo,

\aet(dy", s, AB)|

1%
_ _ _ paralel __
Vparalel - Abase- h - h= d(T‘, S) - -

Apase |Wx?|
1 1 1 L
det(d, ,ds ,AB )=1|2 -1 2|=-3;d, xds =(3,0,-3)
0o -1 1
_ [-3| _ 3 _3@_9\/2—_£:
Luego, d(r,s) = T e TR T =0,71u

zZ—6
-3

6.- Considera el plano m de ecuaciéon 2x +y —z + 2 =0, y larecta r de ecuacién x_—_25 =y=

a) Determina la posicién relativade my r.
Resolucién

Un vector normal de tes n,, = (2,1, —1) ; un vector director de r es d = (-2,1,-3)//(2,—-1,3)

d. 71, =(2,-1,3).(2,1,-1) =4—1—-3=0.Entoncesrcm 6 r//m
Tli A 3
I—. ! *

T

i | ,
Py .S %

A(5,0,6) €r pero A ¢ Tt porque no cumple su ecuacion: 2.5+ 0 —6 + 2 =6 # 0. Por tanto,r // 1t

b) Halla la ecuacion general del plano que contiene ary es perpendicular a m.
Resolucién

Sea a el plano que se pide. Los vectores n,; = (2,1,—1) y d_=(2,—1,3) son vectores directores de a

T 7k
Luego, un vectornormaldeaes n, =ny,xd =|2 1 —1|=02,-8-4)//(-1,4,2)
2 -1 3

Como a pasa por A(5, 0, 6), entonces o : -1(x-5) + 4(y=-0) +2(z=-6)=0; a: -x+4y+2z -7=0

c) Halla las ecuaciones paramétricas del plano paralelo a m que contiene ar.
Resolucién
Un vector normal del plano 8 que nos piden es ng" = 1, = (2,1,—1), pues es paralelo a .

Como 3 pasa por A(5, 0, 6), entonces $:2(x-5)+ 1(y-0)-1(z-6)=0; B:2x+y-z -4=0

x=2A
Llamandox=A,y=py,comoz=2x+y-4,z=2A+ u-4,m: y=Uu
z=—4+4+21+u
-6 -
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7.- Considera los vectores w’ = (1,—1,3), v = (1,0,—-1) y W = (4,1,0)

a) Calcula los valores de A que hacen que uy w sean ortogonales.
Resolucién

Siw’esortogonala w’ = w.w =0.Dedonde, 1.A-1.1+3.0=0—>A=1

b) Calcula los valores de A que hacen que @', v’y W’ sean linealmente independientes.

Resolucion
1 -1 3
Silos vectores sonli,det(uw, v, w)#0=>(1 0 —-1|#0->A+3+1#0=>1+-4
A1 0

c) Para A = 1 escribe el vector 7" = (3,0,2) como combinacién linealde u, vy w'.
Resolucién
Paral =1,setieneque u = (1,—-1,3), v =(1,0,—1) y w =(1,1,0)

Si 7 es combinacién linealde w , 7’y W entonces 7 =au +bv +cw

3=a+b+c
Luego, (3,0,2) = a(1,-1,3) + b(1,0,—1) + ¢(1,1,0) = Igualando componentes{ 0=-a+c .
2=3a-b
3=2a+b
2=3a-Db

Despejando en la 22 ecuacion, ¢ = a. Sustituyendo en la primera, {
Sumando las ecuaciones se tiene 5 = 53, con lo que a = 1. Sustituyendo,3=2.1+b = b=1.

Portanto,a=b=c=1y 7 =u+v +w

x—y—3=0
3y—z+6=0

X+ 2
2

a) Estudia la posicidn relativadery s.

8.- Sear larecta dada por =y+1= % y sea s la recta dada por {

Resolucion
A(-2,-1,1) er, cTr = (2,1,—3) es un vector director de r

Para hallar un punto de s hacemos y = 0, de donde {3x0__02_+36:_00 = JZC B 2 Luego, B(3,0,6) €s

Un vector director de s se obtiene como producto vectorial de los vectores normales de los planos que
definen a larectas.

—

. T 7k
ds =(1,-1, 0)x(0,3,-1)=|1 =1 o |=(,1,3)esunvectordirector de s
0 3 -1

5 1 5
AB = (5,1,5) ; det(ﬁ, d,, ds) = det (2 1 —3) = 26 # 0 = Los vectores son Li. = ry s se cruzan.
1 1 3
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b) Halla la ecuacién general del plano que contiene ar y es paralelo a s.

Resolucién

El plano que se pide, m, pasa por A(-2, -1, 1) y tiene como vectores directores Z y dj . Luego, un vector

normaldees n, = d—;xz =(2,1,-3)x(1,1,3) =

T 7 k
2 1 =3|=(06,-91)
1 1 3

mbex+2)-9(y+1)+1(z-1)=0=>m6x-9y+z+2=0

9.- Considera los vectores 4 = (1,—1,0), v =(0,1,2) y w = (1 + a,2a, 2 — 3a).
Halla los valores de a en cada uno de los siguientes casos:
a) u, v y w estan en el mismo plano.

Resolucién
1 -1 0
Como los vectores son coplanarios, serdn l.d. Luego det(w, v, w)=0 = | 0 1 2 = 0.
Dedonde, 2 -30-2-2a-4a0=0 =2 -9a=0 = a=0

14a 2a 2-3a

b) W’ es perpendiculara uw’'ya v’

Resolucién
Siw’ es perpendicular au” entonces . w’ = 0.Luego, 1+ a -2a=0=>a=1

Siw’ es ortogonal a v” entonces 7. w’ = 0. Luego, 2a+4-6a=0 > 4-4a=0 > a=1

1

. . 1
¢) El volumen del tetraedro que tiene por aristas a los vectores u, v y W es -
Resolucién
— —>
= Vietraedro = zvparalelepipedo( w, v, w) =

7 %Idet(ﬂ’,?,W’)I =%|—9a|.
Luego,9a=1 6 9a=-1 ; «a

1, -1
— 0 ; a=
9
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10.- Considera el punto P(2, -2, 0) y la recta r dada por {x +z—-2=0

y+z—1=0
a) Halla la ecuacion del plano que contiene a P y es perpendicular ar.

Resolucién
Observamos que P(2, -2, 0) ¢ r porque no cumple sus ecuaciones.

P

T

Un vector normal al plano es el vector director de r, m’ = d,. Como r esta dada como interseccién de dos

planos, un vector director der es W =(1,0,1)x(0,1,1) =

=(-1,-1,1)//(1,1,-1)

o = o~
=
»—\v—\?rl

Como el plano pasa por P(2, -2, 0), la ecuacion normal del plano

esm:1(x-2)+1(y+2)-1(z-0) =0.0Operando, m:x+y-z=0

b) Calcula la distanciade P ar.
Resolucion

x+z=2
Hallamos M, punto de intersecciéon dery { y+z=1

; Usamos el método de Gauss:
x+y—z=0

10 1 2 10 1 2 10 1 2
01 1 1 01 1 1 01 1 1)
11 -1 0/f3=f1\g 1 —2 —2/f3-f2\g 0 -3 =3

x+z=2

Llegamos al sistema {y+z= 1 .Resolviendo:z=1;y+1=1,y=0;x+1=2, x=1=>M(1,0,1)
—3z=-3

dP,r) = |PM | = (-1,2,1) = /(-1)2+ 22+ 12 =6 u
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11.- Sean A(-3, 4, 0), B(3, 6,3) y C(-1, 2, 1) los vértices de un tridngulo.
a) Halla la ecuacidn del plano 1 que contiene al tridngulo.
Resolucién

Los vectores AB = (6,2,3) y AC = (2,—2,1) son vectores directores del plano T que buscamos.

. T T K
Luego, un vector normaldemes n' = AB x AC =|¢ 2 3|=(80,-16)//(1,0,-2)
2 =2 1

Y como m pasa por C(—1, 2,1),entoncesm:1(x+ 1)+ 0(y-0)-2(z-1)=0=>m:x-22+3=0

b) Halla la ecuacion de la recta perpendicular a m que pasa por el origen de coordenadas.
Resolucién
Observamos que A(0, 0, 0) ¢ T porque no cumple su ecuacidn.

Dado que la recta es perpendicular al plano : x - 2z - 5 = 0, un vector director de la recta es un vector

x=k
normal del plano 7, = (1,0,—2).Y como la recta r pasa por A(0,0,0), r:{ y =0 ,conk€R
z = -2k

c) Calcula el area del triangulo ABC.
Resolucién
Sabemos que el area del triangulo es la mitad del area del paralelogramo generado por los vectores

AB" y AC.O sea, A(triangulo) =§|AB x AC|; AB x AC = (8,0,—16)

A(triangulo) = —1(8,0,—16)| = —.8|(1,0,—2)| = 4/12 + 02 + (=2)% = 4V5 =8,94u?

x+1 z—-1
;T YT2=3
a) Calcula la ecuacién del plano que pasa por Ay es perpendicular ar.
Resolucién

12.- Considera el punto A(8, -1, 3) y larecta r dada por

Il 1-2%
2 3

Observamos que A(8, -1, 3) ¢ r porque no cumple su ecuacion:

‘A

T

Un vector normal al plano es el vector director der, n’ = E =(2,1,3)

Como el plano pasa por A(8, -1, 3), la ecuaciéon normal del planoes : 2(x-8) + 1(y + 1) + 3(z-3) = 0.

Operando, m: 2x+y+3z-24=0
-10 -
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b) Halla el punto simétrico de A respecto de .
Resolucién

>

<
q

»

e e |

El punto simétrico de A respecto de la recta r seria el punto A’(a, b, ¢) del dibujo.
Vamos a hallarlo:
- Hallamos M, punto de corte de ry el plano m: 2x + y + 3z - 24 = 0, hallado en el apartado anterior.

Para ello resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de ambos:

x=—-14+2k
La forma paramétricaderes r:{ y=2+k ,conk€R.
z=1+ 3k

Sustituyendo en la ecuacién del plano se tiene

2(-1+2k) + (2 +K) +3(1+3k) - 24 =014k -21=0 ; k=~

x=-1+2> (x=2
7
Luego{ y=2+= ={Y =7 . Elpuntode corte esM(Z,l,E)
2 11 2 2
z=1+3> \*=

- Hallamos el simétrico A'(a, b, ¢) de A(8, -1, 3) usando que M es el punto medio del segmento AA™:

“l=22a=—4
b;1 = % = b =8 .El punto simétrico que se pide es A’(—4, 8, 8)
c+3 11

—=c=8
2

-11 -



