PAU - MATEMATICAS Il - ALGEBRA — ANDALUCIA - MODELOS DE 2019 RESUELTOS

Profesor: Rafael Nuiez Nogales

5 4 3

1.- Dada la matriz A = <4 2 2), halla la matriz X que cumple AX = (A-1At+ 1)2, siendo At la matriz
3 2 1

traspuesta de A e I la matriz identidad de orden 3.

Resolucion
Observemos que como det A =10 + 24 + 24 -18-16 - 20 = 4 # 0, existe A~L.

Por otra parte, A es simétrica, luego At = A y la ecuacién matricial que nos queda es
AX=(A1A +D2=(1+D2=(2D2=4I

Multiplicando por A-1, por la izquierda, A-1AX = IX = X = A" 141 = 4A-11 =4 A-1

) (2 2 2 t -2 2 2
Luego, X = 4. (ade)t=4.T 2 -4 2| =12 -4 2

detA
2 2 -6 2 2 —6

x+Aly+z=4
2.- Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales { -x+y+z=1
x+y+z=1+3
a) Discute el sistema segtin los valores de A.
Resolucién
1 11
La matriz de coeficientes es A = (—/1 1 1> y la matriz ampliada, o matriz del sistema

1 1 1

1 A 1 4

esA*"=(-1 1 1 1
1 1 1 A+3

ComodetA=1+A-A-14+A%2-1=2A%2-1,resultaquedetA=0r=106 A=-1

-Sir#1,A#-1,detA#0yrgA=3=rgA*=n?deincdgnitas. Luego, por el teorema
de Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado, tiene solucién tinica

111 111 11
~Sir=1,4=(-1 1 1) f3=f1 (_1 . 1),quecomo|_1 1|=2¢O,rgA=2
1 1 1

L (v 4 B 1 1 1 4 1 1 .
Porotraparte, A*=(-1 1 1 1| f3=f1 (_1 11 1),quecomo|_1 1|—2¢0,rgA =2
1 1 1 4

Luego, rg A = 2 = rg A* < n? de incdgnitas. Por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es compatible
indeterminado, tiene infinitas soluciones.

L-1t1 1 -1 1 1 -1
-SiA=-1,A=|1 1 1| f3=f2 ( ),quecomo| |=2¢O,rgA=2
1 1 1 1 1
1 1 1
1 -1 1 4 -1 1 4
Porotraparte, A =1 1 1 1)Como|1 1 1|=-2414+4-4-2+1=-2+0,rgA*=3
1 1 1 2 1 1 2

Luego, rg A = 2 # rg A* = 3. Por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es incompatible
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(b) Resuelve el sistema, si es posible, para A = 1.
Resolucion
Para A = 1, sabemos que el sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones. La matriz del

1 1 1 4 11 1 4 x+y+z=4

sistema es (_1 11 1) £+ fi (0 5 5), que corresponde al mstema{ 2y +22=5

: . 5-2 : L . :
Despejando y en la 22 ecuacion y = TZ . Despejando x en la 12 ecuacién y sustituyendo, se tiene

x=4_y_Z=4‘— 5-2z —Zzwzi
2 2 2
3
X = E
Llamando z =k, las infinitas soluciones son y= 5-2k ,conk€R
2
z=k
1 m 1 0 X
3.-Dadaslas matricesA=|{m—-1 m 0|, B=|1]y X= <)’>
1 1 1 k z
(a) Estudia el rango de A segtn los valores de m.
Resolucién

ComodetA=m+m-1-m-m(m-1)=-m2+ 2m - 1, resulta que

_ _ —2+4-4(-D(-1) _ -240 _
detA=0eom= D) =——=>m=1
-Sim#1,detA#0yrgA=3
1 1 1
~Sim=1,4=(0 1 0] f3=/1 (1 L 1),quecomo|1 1| =1%0,rgA=2
0 1 0 0 1
1 1 1
(b) Sabiendo que para m = 1 el sistema dado por AX = B tiene solucidn, encuentra k y resuélvelo.
Resolucién
1 1 1
Para m = 1, la matriz de coeficienteses A =| 0 1 0 | yla matrizampliada, o matriz del sistema
1 1 1

1 1 1 0
es A" = <O 1 0 1). Sabemos que el sistema tiene solucién y dado que rg A = 2, como ya se vi6 en el

1 1 1 k
apartado anterior, por el teorema de Rouché-Frobenius debe ser también rg A* = 2, obteniéndose asi un
1 1 0
sistema compatible indeterminado, con infinitas soluciones. Luego, |1 0 1({=1-1—-—k=—-k =0.
1 1 k
De dondek =0
1 1 1 0 1110
Para la resolucidn, la matriz del sistemaes{0 1 0 1] f3=f1 ( ), que corresponde al
01 0 1
1 1 1 0
=0
sistema {x * ; : Zl . Despejando x en la 12 ecuacion y sustituyendo el valor y = 1, se tiene
x=-1—-k
x = —y —z = —1 — z. Llamando z = K, las infinitas soluciones son y=1 ,conk€R
z=k
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mx+(m+1)z=m
4.- Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales { my+z=m
y+mz=m
(a) Discute el sistema segun los valores de m.

Resolucién
m 0 m+1
La matriz de coeficientes es A = (0 m 1 ) y la matriz ampliada, o matriz del sistema
0 1 m
m 0 m+1 m
esA” = <0 m 1 m).
0 1 m m

Como detA=m3-m=m(m? - 1), resultaquedet A=0m=0m=1 6m=-1

-Sim#0;m#1;m#-1,detA#0 y rgA=3=rgA*=n2deincégnitas. Luego, por el teorema de
Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado, tiene solucién tnica

0 0 1
—Sim=O,A=(0 0 1>f2:f1 (8 2 é),quecomolg é|:—1¢0,rgA:2.
0 1 0

0 010
Porotraparte, A*=|10 0 1 0| f2=/f1 (0 0 1 0), que como 0 1_ -1 +#0,rgA*=2.
010 0 01 0 O 1 0

Luego, rg A = 2 =rg A* < n?de incdgnitas. Por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es compatible
indeterminado, tiene infinitas soluciones.

10 2
~Sim=1,A={0 1 1]f3=f2 (1 0 2),quecomo|1 O|=1¢O,rgA=2.
01 1 0 1
"N 21
Porotraparte,A*=(0 11 1) f3 =12 (é (1) i 1).quecom0|(1) (1)|=1¢0,1‘8A*=2-
01 1 1

Luego, rg A = 2 =rg A* < n? de incégnitas. Por el teorema de Rouché-Frébenius el sistema también es
compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.

-1 0 0
: -1 0 O -1 0
-Sim=-1,A=|1 0 -1 1 , que como =1#0,rgA=2
(0 1 _1) f3=_f2(0 -1 1) |0 —1|
-1 0 0 -1 -1 0 -1
Porotraparte, A "= 0 -1 1 —-1)quecomo|0 -1 —-1[(=2+#0,rgA*=3
0 1 -1 -1 0 1 -1

Luego, rg A = 2 # rg A* = 3. Por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es incompatible
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(b) Resuélvelo, si es posible, param = 1.

Resolucién
Param = 1, sabemos del apartado anterior que el sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas
soluciones.

1 0 2 1
La matriz del sistema es A* = (0 1 1 1) f3=f2 ((1) (1) i D,
01 1 1

de al sist {x+22=1
que corresponde al sistema y4z=1"

Despejando y en la 22 ecuacion y = 1 — z . Despejando x en la 12 ecuacion, se tiene x = 1 — 2z

x=1-2k
Llamando z =k, las infinitas soluciones son { y=1—k ,conk€R
z=k

1 m 1 1 -1
5.- Dadaslas matricesA=|{m—-1 m 0]y B=(2 0

1 1 1 0 1
(a) Calcula los valores de m para los cuales A tiene inversa.

Resolucién
Sabemos que A tiene inversa s6lo cuando det A sea no nulo. ComodetA=m+m-1-m-m(m-1) =
-2+ J4-4(-1)(-1) -240

=-m%+ 2m- 1, resultaquedetA=0&m = = =1
2(-1) -2

Luego, A tiene inversa param # 1

(b) Para m = 2, encuentra la matriz X que cumple AX - BBt =, siendo Bt la matriz traspuesta de Be I la
matriz identidad de orden 3.

Resolucion
1 2 1
Segun el apartado anterior,param=2,A=(1 2 0] detA=-22+22-1=-1=% 0, existe A~L.
1 1 1

Sumando BBt en los dos miembros de la ecuacion, se tiene AX =1 + BBt

Multiplicando por A-1, por la izquierda, A-1AX = IX = X = A-1(I + BBY)
. (2 -1 -1\

— A\t y — — | _
Luego, X = o (adjA)t(I1 + BBY) = —|(-1 0 1

10 0y /1 -1
(0 1 0)+<2 0)(_11 : (1))]
—2 1 o/ 1o o1/ Vo 1

2 -1 =2 1 0 0 2 2 -1 -2 1 2 3 2 -1
X=—-1-1 0 1 01 0)J+(2 4 O =11 0 -1 2 5 0
-1 1 0 0 0 1 -1 0 1 1 -1 0 -1 0 2
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mx—y+13z=0
6.- Dado el sistema de ecuaciones lineales {2x —my + 4z = 0
x+y+7z=0
(a) Encuentra los valores de m para los que el sistema tiene infinitas soluciones.
Resolucién
Para que tenga infinitas soluciones debe ser cero el determinante de la matriz de coeficientes,

m -1 13
A= < 2 —-m 4 ) , puesto que si fuera det A # 0, el rango de A seria 3 y el de la matriz ampliada, A*,
1 1 7

también seria 3, por ser un sistema homogéneo. Luego, por el teorema de Rouché-Frobenius,

al serrg A =rg A* = n? de incognitas, el sistema tendria entonces solucidén unica.

Por tanto,detA=-7m?-4+26+13m+14-4m=-7m2+9m+ 36 =0

—9+./81-4(-7)36 —9+33 24 -12
m= = .Obtenemos, m =—=—— m=3
2(=7) —-14 —-14 7

(b) Resuelve el sistema para m = 3. En este caso, ;hay alguna solucién en la que x = 10?
Razona tu respuesta.

Resolucién
Segun el apartado anterior, para m = 3, el sistema tiene infinitas soluciones.

La matriz del sistema es

3 -1 13 O\3f3—f1/0 4 8 0O\ fl:4 /0 1 2 0\ f1=f2
A*=<2 3 4 0)2f3—f2(0 5 10 0) f2:5<0 1 2 0) ® 20,

1 1 7 0 11 7 0 1 1 7 0 170

0 1)_ _ . _ - : {y+22=0
Como |1 1| = —1 # 0, rg A* = 2. La matriz A* corresponde al sistema Xy +72=0"
Despejando y en la 12 ecuacion, y = —2z.
Despejando x en la 22 ecuacion, se tienex = —y — 7z = —(—2z) — 7z = =5z

x = —5k
Llamando z = k, las infinitas soluciones son{y = —2k ,conk €R
z=k

Para la 22 parte, si en una solucién fuese x = 10, entonces 10 = -5k, de donde k = -2.

x =10
De este modo, la solucién del sistema seria { y=4
z=—-2
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a b c¢
7.- Considera la matriz A = (d e f) de la que se sabe que tiene determinante 5.
g h i

(a) Calcula, indicando las propiedades que utilices, los determinantes de las matrices siguientes:
2a d+3a g
3 y <2b e+ 3b h)
2c f+3c i

Resolucién
Para la primera matriz, por ser A una matriz cuadrada de orden 3, det (3A) = 33.detA=27.5=135

. 2a d+3a 9 descomponiendo en suma de 2 determinantes d 9 2a 3a 9
Parala 22 matriz, |2b e+3b h 2b e h|{+1|2b 3b h
2c f+3c i 2c f 1 2c 3c i

En el primer determinante, sacamos el factor 2 de la primera columna y el 22 determinante vale 0 por ser
proporcionales las 2 primeras columnas. Se tiene, entonces:

a d g , o a b c
como el determinante de una matriz esigual al de su traspuesta
2.1b e h 2.1d e f|=2.5=10
c f i g h i

(b) Si B es otra matriz cuadrada de orden 3 y tiene determinante 4, calcula, indicando también las

propiedades que utilices, el determinante de la matriz BA-1.
Resolucién

det(BA™1) = detB.det (A~!) = detB .—

detA

=4 -=2
5

Hemos usado que el determinante del producto de matrices cuadradas es igual al producto de los
determinantes de las matrices y que el determinante de la matriz inversa es el inverso del determinante
de la matriz.

a 1 1 X
8.- Dadaslas matricesA=|1 a 1| y X=<)’>

1 1 a z
(a) Encuentra los valores de a para los que el sistema dado por AX = 2X tiene infinitas soluciones.
Resolucién

Restando 2X en los dos miembros de la ecuacion, se tiene AX - 2X =0 - AX - 2IX = 0.
Sacando factor comun X, por la derecha, se tiene (A - 2)X=0

Como queremos que la ecuacidn tenga infinitas soluciones, debe ser det(A — 2I) = 0. Porque si fuese
distinto de cero entonces (A - 2I) seria invertible y la ecuacion tendria una tnica solucion,

que seria X = (A - 21)-1.0 = 0:

a 1 1 1 0 0 a—2 1 1
A=2I=|1 a 1|—-2|10 1 0= 1 a—2 1
1 1 a 0 0 1 1 1 a—2

det(A-2)=(a-2)3+1+1-(a-2)-(a-2)-(a-2)=(a’-4a+4)(a-2)-3a+8=

=a3-2a%2-4a2+8a+4a-8-3a+8=a3-6a%2+9a=a(a?-6a+9)=a(a-3)2=0oa=0a=3

—6—



PAU - MATEMATICAS Il - ALGEBRA — ANDALUCIA - MODELOS DE 2019 RESUELTOS

Profesor: Rafael Nuiez Nogales

(b) Para a = 0, si es posible, resuelve AX = 2X.

Resolucién
Para a = 0 se tiene (A — 2)X = O y sabemos que la ecuaciéon matricial, o lo que es lo mismo, el sistema
tiene infinitas soluciones.

La matriz del sistema es

A*=<—2 1 1 O>f1+2f3<0 3 -3 0) f1:3 000 1

1 -2 1 0) f3-f2(03 =3 0)r2=p1(; ., 5 o)
1 1 -2 0 11 -2 0
Como |1 _2| = —1 # 0, rg A* = 2. La matriz A* corresponde al sistema X—2y+z=0"

Despejando y en la 12 ecuacion,y = z.

Despejando x en la 22 ecuacién, setienex =2y —z=2z—z = z

x=k
Llamando z =k, las infinitas soluciones son{y = k,conk €R
z=k

9.- (prueba ordinaria) Calcula todas las matrices X = (CCL Z) tales que a + d = 1, tienen determinante 1

y cumplen AX = XA, siendo A = (O _1)

b Resolucién
De AX = XA, sustituyendo queda ((1) _01) (CCL Z) = (Ccl Z) ((1) _01) - (_ac _bd) = (Z :‘;)

Nosqueda,—czb,—dz—a.Luego,a=d,b=—c.Comoa+d=1,setiened+d=1.Luego,d=a=%

—C

Resulta entonces la matriz X = "

2

1
2 . Ahora, puesto que det X = 1, se tiene :1 +c?2=1
c

S RN
4 2

1o 1

Luego, hay 2 matrices: X; = 23 i y X, = _\2/? i

2 2 2 2
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10.- (prueba extraordinaria) Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales
x+y+2z=0
m+2)x+y—z=m
3x+(m+2)y+z=m
(a) Discute el sistema segtn los valores de m.

Resolucién
1 1 2
La matriz de coeficienteses A = | m + 2 1 —1 ] yla matriz ampliada, o matriz del sistema
3 m+2 1

1 1 2 0
esA*=<m+2 1 -1 m).ComodetAz1—3+2(m+2)2—6—(m+2)+(m+2)=
3 m+2 1 m

=2(m?2+4m+4) -8 =2m?2 + 8m = 2m(m + 4) ,resultaquedet A=0m=006m = -4

-Sim#0;-4,detA#0 y rgA=3=rgA*=n2de incognitas. Luego, por el teorema de
Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado, tiene solucion tinica

1 1 2
-Sim=0,4= (2 1 —1>, que tiene determinante nulo y como B 1| =—-1+0,rgA=2.
3 2 1

11 2 0 1 1 2
Porotraparte, A*"=(2 1 -1 0|c4=0(2 1 —-1])=A.0seargA*=rgA=2.
32 1 0 3 2 1

Nétese que en este caso el sistema es homogéneo. Luego, rg A = 2 = rg A* < n? de incognitas.

Por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.

1 1 2
-Sim=-4, A= (—2 1 —1) , que tiene determinante nulo y como |_12 H =3+#0,rgA=2.
3 =2 1
1 1 2 0 1 1 0
Porotraparte, A =|-2 1 -1 —4)],quecomo|—-2 1 —4[{=8=#0,rgA*=3
3 =2 1 -4 3 =2 -4

Luego, rg A = 2 # rg A* = 3. Por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es incompatible

(b) Resuelve el sistema, si es posible, param = 0.
Resolucién
Para m = 0, sabemos del apartado anterior que el sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas

soluciones.
11 2 0

: : . Observa:fs3=fi+f (1 1 2 0 11 2 0
La matriz del sistema es A* = (2 1 -1 0> (2 1 -1 O) 2fi—f> (0 1 =t 0)
32 1 0
2z=0
que corresponde al sistema {x Ty i . Despejando y en la 22 ecuacion y = —5z.
y+5z=0
Despejando x en la 12 ecuacion, se tiene x = —y — 2z = —(—5z) — 2z = 3z
x =3k
Llamando z = k, las infinitas soluciones son{y = —5k, conk € R
z=k
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11.- (prueba extraordinaria) Calcula, en grados, los tres angulos de un tridngulo sabiendo que el menor
de ellos es la mitad del angulo mayor y que la suma del angulo menor y el angulo mayor es el doble del
otro angulo.

Resolucién
Sean x, y, z los angulos del tridngulo, ordenados de mayor a menor.

Como los tres angulos suman 1809, x +y + z = 180.
Segun el enunciado, z = %, dedondex-2z=0 y z+x=2y,dedondex-2y+z=0.

x+y+z=180
Nos queda el sistema{ x—2z=0
x—2y+z=0

1 1 1
La matriz de coeficientesesA=|1 0 —2) y la matriz ampliada, o matriz del sistema
-2 1

1 1 1 180
esA*"=(1 0 -2 0o |

1 -2 1 0
ComodetA=-2-2-1-4=-9+*0,rgA=3ycomo A* contiene a Ay sélo tiene 3 filas, rg A* = 3.
Luego, por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado, tiene solucidn tnica

1 1 1 180 1 1 1 180 1 1 1 180
Matriz del sistema: A* =1 0 -2 o0 |f2=fi{o -1 -3 —180 f‘fz 0 1 3 180
3

1 =2 1 o/f~hA\o =3 0 -180/5'C3\0 1 0 60

x+y+z=180
que corresponde al sistema{ y+3z=180 .
y =60

Como y = 60, entonces 60 + 3z = 180, de donde z = 40.
Por tanto, x + 60 + 40 = 180, x = 80.

Los angulos son 80¢, 602 y 402
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2—-m 1 2m-1 x 2m2 —1
12.- (prueba ordinaria) Dadas las matrices A = ( 1 m 1 ) X = <y> y B= ( m )
m 1 1 z 1
considera el sistema de ecuaciones lineales dado por X'A = Bt, donde X!, Bt denotan las traspuestas.
Discutelo segun los distintos valores de m.
Resoluciéon

El sistema X'A = Btequivale a (X!'A)t= (BH)t - AY(XH)'=B - AX =B

2-m 1 m 1 m 2m?-1
Matriz de coeficientes: At = 1 m 1 |; matriz ampliada: (4%)* = 1 m 1 m )
2Zm—1 1 1 1 1 1

ComodetAt=2m-m?2+2m-1+m-2m3+m?-2+m-1= -2m3 + 6m - 4, resulta
que det A =0 & 2m3 - 6m + 4 = 0. Resolviendo obtenemos m=16m = -2

-Sim#1;m#-2,detA'# 0 y rg A= 3 =rg (AY)* = n? de incognitas. Luego, por el teorema de
Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado, tiene solucién tinica

1 1 1
—Sim=1,At=<1 1 1> f3=f2=f1 (1 1 1).Luego,rgAt=1.
1 1 1
1 1 1 1
Porotraparte, (A)*=(1 1 1 1) f3=f2=f1(1 1 1 1).0searg(A)*=1.
11 1 1

Luego, rg At =1 =rg (AY* < n?de incognitas. Por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es
compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.

4 1 -2
-Sim=-2, At = ( 1 -2 1 >,que tiene determinante nulo y como |1L _12| =-9+0,rgA=2.
-5 1 1
4 1 -2 7 4 1 7
Porotra parte, (A)*=( 1 -2 1 —2|Ycomo|1l -2 =2|= -54#0,rg(AHY*=3
-5 1 1 1 -5 1 1

Luego, rg At = 2 # rg (AY)* = 3. Por el teorema de Rouché-Frdbenius el sistema es incompatible

2—-m 1 2m-—1
Si lo planteamos tal y como viene dado, seria (X Y 2) 1 m 1 =0@2m?-1 m 1)
m 1 1

Osea,((2—-m)x+y+mz x+my+z (Cm—-Dx+y+2)=0Qm?2-1 m 1)

2Q-m)x+y+mz=2m?*-1
Que corresponderia con xX+my+z=m , que es el mismo sistema que hemos discutido
Cm—-Dx+y+z=1
antes.
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