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Profesor: Rafael Nufiez Nogales

. 2x—y =5
1.- Considera la recta r dada por r: {Zx +y—4z=7 y el punto P(—3, 1, 6).
(a) Halla las ecuaciones paramétricas de la rectar.

Resolucién
La recta r esta dada como interseccion de dos planos. Luego, su vector director se puede obtener como el
producto vectorial de los vectores normales de los planos:

— — k3

. |
d =2,-1,00x(2,1,-4) =2 -1 o0|=&84)//(1,21)

2 1 -4

—y=5
Hallemosunpuntoder:parax=0,{y_4z _ 7,y=—5 i =5-47=7 ; -12=4z ; z=-3
Luego, A(0,-5,-3) €r
x=k
Unas ecuaciones paramétricas de r son 7: {y =—5+42k,conk€R
z=-3+k

(b) Encuentra la recta s que corta perpendicularmente a r y pasa por P.
Resolucién
Hallamos el plano m que pasa por P y es perpendicular ar.

Después, calculamos el punto de corte, Q, entrer y .

La recta s que nos piden es la que pasa por Py Q

sl 7t

Un vector normal de 1t es un vector director de r:
ﬁ’=d_r)= (1,2,1); P(-3,1,6)em=>m1(x+3)+2(y—-1)+1(z—-6)=0=>mx+2y+z—-5=0

x=k
= — 2
HallemosQ=rnNm: yz:—53-l-|-kk ;k+2(-5+2k)+(-3+k)-5=0; 6k-18=0; k=3

x+2y+z—-5=0

x =3 x =3
Por tanto, {y=—5+2.3 :{yz 1 = Q(@3,1,0)
z=-3+3 z=0

Hallemos unas ecuaciones paramétricas de la recta, s, que nos piden:

Como s pasaporQ y d—s) = PQ =(3,1,0)—(-3,1,6) =(6,0,—6) // (1,0,—1)

x=3+k
s-{ y=1 ,conk€R
z=—k

-1-
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x=1+3t
2.- (prueba ordinaria) Considera el punto P(1, -1, 0) y la recta “r” dada por {y =-2

z=t
(a) Determina la ecuacidn del plano que pasa por P y contiene a “r”".

Resolucién
1=1+3t
Observamos que P ¢ r porque no cumple sus ecuaciones, {—1 = —2 (imposible)
0=t

d, e

=
A P T
El plano 1 que nos piden pasa por P(1, -1, 0) y tiene como vectores directores

d, =(3,0,1) y AP = (1,-1,0) — (1,-2,0) = (0,1,0)

=

T k
Un vector normaldemes n, =(3,0,1)x(0,1,0) = |3 11=(-1,0,3)
0 0

m-1(x-1)+0(y+1)+3(z-0)=0.Dedonde, m: =x+3z+1=0

“w_n

(b) Halla las coordenadas del punto simétrico de P respecto a “r”.
Resolucién

L

-

e e

El punto simétrico de P respecto de la recta r seria el punto P’(a, b, c) del dibujo. Vamos a hallarlo:

- Hallamos el plano a que pasa por P y es ortogonal a la rectar:
Un vector normal 7 del plano es el vector directorder: n~ = f =(3,0,1)

Y como a pasa por P(1,-1,0),: 3(x=1)+0(y+ 1)+ 1(z-0)=0,dedonde a:3x+z-3=0

- Hallamos M, punto de corte de r y o, resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de ambos:
x=1+3t

yz:—_tz ; 3(1+3t) +t-3=0;10t =0; t=0.El punto de corte es M(1, -2, 0)

3x+z—3=0

- Por ultimo, hallamos el simétrico P'(a, b, ¢) de P(1, -1, 0) usando que M es el punto medio del
segmento PP":

“;1 —1=3a=1
b;1 = —2 = b = —3 .El punto simétrico que se pide es P'(1, -3, 0)
c+0

=0=>c=0
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3.- (prueba ordinaria) Sean los vectores u’ = (1,0,1) v =(0,2,1) y w = (m,1,n)
(a) Hallam y n sabiendo que u’, 7"y W son linealmente dependientes y que W’ es ortogonal a u.

Resolucion
1 0 1
Silos vectores sonl.d., det(u, v, w)=0=|0 2 1|=0.Dedonde,2n-2m-1=0—2n-2m=1
m 1 n

Si W esortogonala w = u. w = 0.Dedonde,1lm+0.1+1n=0=>m+n=0

2n—2m =1 — —
n m :>{2n 2m =1

Nos queda el swtema,{ o+ 2m =0

.2
n+m=0——

. 1 ) -1
Sumando las ecuaciones, 4n=1,n = - Sustituyendo, m = -

(b) Paran = 1, halla los valores de m para que el tetraedro determinado u’, 7" y ‘W’ tenga

volumen 10 unidades cubicas.
1 0 1
det|{ 0 2 1
m 1 1

==|2-2m—1| =22 |1-2m| = 60. Luego, 1-2m =60 ; m=—> 6 1-2m=-60; m =

Resolucién
Paran=1,w =(m,1,1)

1 —_— — ———> 1 —_— — ——> 1
10 = Vietraearo = szaralelepl’pedo(uf v, w) = zldet(u, v, w)|= r

x—y+1=0 S{x=1—t

4.- Considera las rectas dadas por r: { Ny =t
P —z41=0 TPVZ)
a) Determina la ecuacion de la recta que corta perpendicularmente ary as.

Resolucién
Estudiemos primero la posicion relativadery s:

Larectaresr: {fc : }z] 1_ i : 8 , esta dada como interseccion de dos planos. Luego, su vector director se
puede obtener como el producto vectorial de los vectores normales de los planos:
. T 7 k
d =01,-1,0x(1,0,-1)=|1 =1 ol=@@11D
1 0 -1

Hallemos un puntoder:parax=0, y=1; z=1.Luego,A(0,1,1)€Er

La recta s tiene de vector director f =(-1,1,0) y B(1,0,2)€s

1 1 1
Elvector AB = (1,—1,1).Comodet(d, ,ds , AB )=|-1 1 0|=2=0,losvectores
1 -1 1

d, ,ds y AB sonlinealmente independientes. Luego, r y s se cruzan
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T 7k
de =d, xdy =1 1 1|=(-1-1,2)//(1,1,-2)
-1 1 0

- Hallamos el plano, a, perpendicular a r y que contiene a s:

—_— e
Al tener como vectores directores d; y d; ,unvector normal de a es

—

. T Tk
Ng = dS X dt =|-1 1 0|~ (_2' _2’ _2) // (1' 1' 1)
1 1 -2

Y como a pasa por B(1, 0, 2), entonces a: 1(x-1) + 1(y-0)+1(z-2)=0; acux+y+z-3=0

- Hallamos el plano, 3, perpendicular a s y que contiene ar:

Al tener como vectores directores d, y d; ,unvector normal de 3 es

7T
n =d, xde =11 1 1[=0330//(-110)
1 1 -2

Y como 3 pasa por A(0, 1, 1), entonces B: -1(x-0) + 1(y-1)+0(z-1)=0 ; B:—x+y-1=0

x+y+z—-3=0

La recta perpendicular cominest =a n .0 sea t:{ X 4y—1=0

b) Halla la distancia entre las rectasr y s.
Resolucién
Podemos hallarla usando la formula de la altura del paralelepipedo,
N

Vparalel |det(T, ds ﬁ))l
Vparalel = Abase-h = h= d(r’ S) - Apase - |;_T,x;_s,|

1 1 1
det(d, ,ds ,AB )=|-1 1 0|=2;d, xds =(-1,-1, 2)
1 -1 1
_ 2 _2 _26_&
Luego, d(r,s) = JEDZ+(-DZ+22 V6 6 3 u
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5.- Considera los puntos A(1, 3,-1) y B(3, -1, -1).
a) Determina la ecuacion del plano respecto del cual B es el simétrico de A.
Resolucién

A

1!

-1 -1-1
2 7 2

) = M(2,1,-1)

El plano 1 que se pide pasa por M, punto medio de AB. El punto es M (1: 22

Un vector normal 7~ del plano es el vector AB = (2,—4,0) // (1,-2,0)

Y como m pasa por M(2,1,-1), m: 1(x-2)-2(y-1) +0(z+ 1) =0,dedonde m:x-2y =0

b) Siendo C(5, 1, 5), calcula el area del tridngulo de vértices A, By C.
Resolucién

C

Sabemos que el area del triangulo es la mitad del area del paralelogramo generado por los vectores

AB = (2,—4,0) y AC = (4,—2,6).0sea, A(tridngulo) = — [ AB x AC |

AB x AC = Z4 0| =(-24-12,12)
6

BN~
N A

VBea _ 2533 _ 122\/3 =66 u?

A(triangulo) = —/(=24)2 + (—12)? + 127 == -
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6.- Sea 1 el plano determinado por los puntos A(1, 0, 0) B(0, 1, 0) y C(0, 0, A), siendo A un namero real, y

(y—z=3
sear larecta dada porr: {—x +2y=3
a) Halla la ecuacidn del plano que pasa por Ay contiene ar.
Resolucién
Observamos que A(1, 0, 0) ¢ r porque no verifica sus ecuaciones { 0-0#3 .
n "-14+2.0+3
-_f_dt’.'-w'"}"—_;
=T I d
—7=3
Como r: {_ﬁ N ;y _ 3 estd dada como interseccion de dos planos su vector director se puede obtener
como el producto vectorial de los vectores normales de los planos:
. T 7 k
d =0,1,-)x(-1,200=]9 1 -1l=@11)
-1 2 0

Hallemos un punto, B,der: paray=0, z=-3; x=-3.Luego,B(-3,0,-3) €Er

El vector director de larectar, d = (2,1,1) yelvector BA = (4,0,3) son vectores directores del plano

“«_n «_n

a” que buscamos. Luego, un vector normal de “a” es

= (3,-2,—4)

. T 7 kK
m=4d x BA =3 1
4 3

T
1
0
Y como a pasa por A(1, 0,0), entoncesa:3(x-1)-2(y-0)-4(z-0)=0>a:3x-2y-4z-3=0

b) Estudia la posicidn relativa de r y  segtin los valores de A.
Resolucién

Los vectores AB =(0,1,0) —(1,0,0) = (-1,1,0) y AC = (0,0,2) —(1,0,0) = (—1,0, 1) son vectores
directores del plano 1 que buscamos. Luego, un vector normal de Tt es

T
m=AB x AC =|-1 1 0o|=0OA1D

-1 0 A

Como m pasa por A(1,0,0),entoncesm: A(x-1)+A(y-0)+1(z-0)=0=>mAx+Ay+z-A=0

Un vector directorderes d = (2,1,1) ;T.T =2,1,1).(,L1)=2L+21+1=0= L= Tl

Las posibilidades en cuanto a la posicién relativa de r y 7 son:

n [HA
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. -1 5 —
-SiA# — entonces d .m # 0y, por tanto, r y Tt son secantes.

—

Obsérvese que ry 1 no pueden ser perpendiculares porque d /£ 7 ya que si los vectores fuesen

paralelos % = % = %y seria 1 = A = 2 (absurdo)

—_—

: -1 — .
—SIK=T,entonces d. m=0=>rcm 6r//n

_ _ (=3)
Enestecaso,n:Tlx+T1y+2+?1=0 — x+y—-3z—-1=0

B(-3,0,-3) €r pero B ¢ 1 porque no cumple su ecuaciéon: -3 + 0 -3(-3) -1 =5 # 0. Por tanto, r //

7.- Considera el punto P(-1, 0, 1), el vector u~ = (1,2, 1) y el plano 1 de ecuacién y = 0.
a) Halla la ecuacion de la recta que pasa por P, esta contenida en 1 y cuyo vector director es
perpendiculara wu .
Resolucién
Como r esta contenida en el plano T, el vector normal del plano, n~ = (0, 1,0) y perpendicular ar.

Y como también u~ = (1,2,1) es perpendicular a r, un vector director de r es

. T 7 k
d =nmxu =g 1 o|=(00-1)
1 2 1
x=-1+k
Como ademas r pasa por P(-1, 0, 1), unas ecuaciones paramétricas de r son r: y=0 ,conk€R
z=1—-k

b) Determina la ecuacién del plano que pasa por P, es perpendicular a my del que u es un vector
director.

Resolucién
Como el plano « que se pide es perpendicularam y u = (1,2, 1) es un vector director de q, los vectores

m =(0,1,0)y u = (1,2,1) son vectores directores de «

=(1,0,-1)

—

k
Luego, un vector normaldeaes n, = n x u = 0
1

=
N o=

Como a pasa por P(-1,0, 1), entoncesa: 1(x+ 1) + 0(y=0) -1(z=1) =0, dedonde a:x-z +2=0
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8.- Considera los vectores uw’ = (2,3,4), vV = (—1,—1,—1) y w = (—1,4,-5), siendo A un nimero
real.

a) Halla los valores de A para los que el paralelepipedo determinado por w, v y W’ tiene volumen 6 u3.
Resolucién

2 3 4
det (—1 -1 —1)
-1 A =5

= |10 + 3 — 4L — 4 — 15 + 24| = |-2A - 6]. Luego, 2L -6 =6 =L =-6 6 -2L-6=-6=>L=0

— —— ——>

6= Vparalelepipedo(Tr v, W) = |det(w, v, W)| =

Conclusion: A=-6 6 A, =0

b) Determina el valor de A parael que u, v° y W’ son linealmente dependientes.

Resolucién
u, v, w son linealmente dependientes © det(u, v, w)=0 & —2L—-6=0 A= -3
x=2+4
9.- Sear la recta que pasa por A(4, 3, 6) y B(-2, 0, 0) y sea s la recta dada por{y = 4
z=1-22
a) Determina la posicidén relativadery s.
Resolucién

- Larecta r tiene de vector director W = AB =(-6,-3,-6)//(2,1,2) y B(-2,0,0)€r
- Larecta s tiene de vector director f = (1,1,—2) y s pasa por el punto P(2, 0, 1).

El vector BP = (4,0,1)

2 1 2
Comodet(d, ,ds; ,BP )=|1 1 —-2|=2-8-8-1=-15=%0,losvectores d, ,d; y AB son
4 0 1

linealmente independientes. Luego, r y s se cruzan

b) Calcula, si existen, los puntos C de s tales que los vectores CA y CB son ortogonales.
Resolucién

A(4,3,6)yB(-2,0,0)ylos puntos de s son de la forma C(2 + k, k, 1 - 2k), conk €R

CA =2—-k3-k5+2k) y CB =(—4—-k,—k,—1+2k)

Como tienen que ser ortogonales, debe ser CA . CB =0

Luego, (2 -K) (=4 - k) + (3 - K)(=k) + (5 + 2k) (-1 + 2k) = 0

-7 +./49 — 4.6(—13) -7+19

-8-2k+4k+k?-3k+k?-54+10k-2k+4k?=0;6k?+7k-13=0;k = S =—

Parak=1, C(2+1,1,1-21) = C(3,1,-1)

-8-
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10.- Considera los puntos A(-1,-2,-1) y B(1, 0, 1).
a) Determina la ecuacion del plano respecto del cual los puntos A y B son simétricos.

Resolucion
A
T
B

-14+1 -2+0 -1+1
2 2 2

El plano m que se pide pasa por M, punto medio de AB. El punto es M ( , ) ; M(0,—-1,0)

Un vector normal 1~ del plano es el vector AB = (2,2,2) // (1,1,1)

Y como m pasa por M(0,-1,0), m: 1(x-0) +1(y+ 1)+ 1(z-0)=0,dedonde m:x+y+z+1=0

b) Calcula la distancia de P(-1, 0, 1) a la recta que pasa por los puntos Ay B.

Resolucién
L x=1+k
Un vector directorderes d = AB =(1,1,1) y B(1,0,1)€r, r:{ y=k ,conk€R
z=1+k
-1=1+k%
P(-1,0,1) ¢ r porque no cumple sus ecuaciones, r:{ 0=k .Comok=0,setendria-1=1 (absurdo)
1=14+k

-------- "
...... /
..... 4
- /
J
’
i

Hallemos el punto Q de r de forma que W 1 d.Una vez calculado, d(P,r)=d(P,Q) = |W|

—_—

UnpuntoQderesdelaformaQ(l+k,k,1+k);ﬁ= (2+ k,k, k) Como PQ lizﬁ.?zo
Luego, (2 +K).1+k1+k1=0; 3k+2=0; k=—.

A -2 -2 -2 4 -2 -2
Portanto, PQ = 2 +—,—, ) = (?’T’_)

26
3

dP,n) =[PQ| = (3.5 5)| = 21@-1L-DI =222+ (-1? + (-7 =

3

u

-9-
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11.- Considera los puntos A(1,1, 1), B(0,-2,2),C(-1,0,2) yD(2,-1,-2).
a) Calcula el volumen del tetraedro de vértices A, B, Cy D.
Resolucion

C

e

AB = (-1,-3,1); AC =(-2,-1,1); AD =(1,-2,-3)

-1 -3 1
det (—2 -1 1 >
1 -2 -3

=1 |-(343-4-1-1842)[=—15 =~ 43
6 6 2

Vtetraedro = szaralelepipedo (AB'ACr AD) = ? |det(AB'AC' AD)l = Z
1 3 -1

—det| 2 1 -1
-1 2 3

b) Determina la ecuacion de la recta que pasa por D y es perpendicular al plano determinado por
los puntos A, By C.

1
Vietraearo = P

Resolucién
El plano 1 que pasa por A(1, 1, 1), B(0, -2, 2) y C(-1, 0, 2) tiene como vectores directores

AB = (-1,-3,1)//(1,3,-1) y AC =(-2,-1,1)// (2,1,-1)

—

T Tk
Unvectornormaldemes n = (1,3,-1)x(2,1,-1) =1 3 —-1|=(2,-1,-5)//(2,15)
2 1 -1

Como pasaporA(1,1,1), m:2(x-1)+ 1(y-1)+5(z-1) =0.Dedonde, m: 2x +y + 52-8 =0

T

Un vector director de la recta es un vector normal del plano d =7 = (2,1,5)

x =242k
Y como larectar pasaporelD(2,-1,-2), r:yy=—-1+k ,conk€R
z=—2+5k

-10 -
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12.- (prueba extraordinaria) Los puntos A(1, 1, 1), B(2, 2,2) y C(1, 3, 3) son vértices consecutivos del
paralelogramo ABCD.

a) Calcula el area del paralelogramo.

Resoluciéon
D C
A B

Sea D(x, y, z) el cuarto vértice. Entonces, AB

DC =(1,1,1)=(1-%x3-y,3-2)
Luego,1=1-x;x=0;1=3-y; y=2; 1=3-z; z=2.Portanto, D(0, 2, 2)

AD = (—1,1,1). Sabemos que A(paralelogramo) = | AB x AD |

. . |7
AB xAD = |1

7Tk
1 1]|=00,-22)
-1 1 1

A(paralelogramo) = /0% + (—2)2 + 22 =+/8 =22 u?

b) Halla la ecuacion general del plano que contiene a dicho paralelogramo.

Resolucién
El plano 1 que se pide pasa por A(1, 1, 1), B(2,2,2) yC(1, 3, 3).

Luego, tiene como vectores directores AB = (1,1,1) y AC

0,2,2) //(0,1,1)
Un vector normal de mes " = AB x AC = (1,1,1)x(0,1,1)

=(0,—-1,1)
ComopasaporA(1,1,1), m:0(x-1)-1(y-1)+1(z-1)=0.Dedondem: -y +z=0

o R o~
R
!

c) Calcula las coordenadas del vértice D.

Resolucién
D C
A B

Sea D(x, y, z) el cuarto vértice. Entonces, AB

DC =(1,1,1)=(1-%x3-y,3-2)
Luego,1=1-x;x=0;1=3-y; y=2; 1=3-z; z=2.Portanto, D(0, 2, 2)

-11 -
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13.- (prueba extraordinaria) Considera el punto P(0, 1, 1) y la recta r dada por {;C :

a) Determina la ecuacidén del plano que pasa por P y contiene ar.
Resolucién
0—21+-5

Observamos que P ¢ r porque no cumple sus ecuaciones, { 7 %D

i
A P 11

Por otra parte, la recta r estd dada como interseccion de dos planos.
Luego, su vector director se puede obtener como el producto vectorial de los vectores normales de los

T 7 Kk
planos: d, =(1,-2,0)x(0,0,1)=|1 —2 o|=(-2,-1,0)//(2,1,0)
0O 0 1

Hallemos un punto der. Paray =0,x =-5 ;z = 2. Luego, A(-5,0,2) €r

El plano 1 que nos piden pasa por P(0, 1, 1) y tiene vectores directores cTr =(2,1,0) y AP = (5,1,-1)

T 7 Kk
Unvectornormaldemes n, =(2,1,00x(5,1,-1) =2 1 ol=-12-3)// (1,-23)
5 1 -1

m1(x-0)-2(y-1)+3(z-1)=0.Dedondem:x-2y+3z-1=0

b) Halla las coordenadas del punto simétrico de P respecto der.
Resolucién

-

=
-

El punto simétrico de P respecto de la recta r seria el punto P’(a, b, c¢) del dibujo. Vamos a hallarlo:
- Hallamos el plano a que pasa por P y es ortogonal a la rectar:

Un vector normal 7m0 del plano es el vector directorder: n~ = d = (2,1,0)
Y como apasaporP(0,1,1),: 2(x=0) +1(y-1)+0(z-1) =0,dedonde a: 2x+y-1=0

- Hallamos M, punto de corte de r y o, resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de ambos:

x=-5+2k
La forma paramétricaderes r: y=k ,conk €R
z=2
Sustituyendo en la ecuacion del plano se tiene 2(-5 + 2k) + k-1=0-5k-11=0 ; k= %
x=-5+2 15—1 = %3
-3 11
Luego, y = % . El punto de corte es M (T’?’ 2)
z=2

- Por ultimo, hallamos el simétrico P’(a, b, ¢) de P(-1, 0, 1) usando que M es el punto medio del
segmento PP

a+0 -3 -6
= q=—
2 5 5
b+1 11 17 . o . , -6 17
;r == 5b+5=22=b= e . El punto simétrico que se pide es P (T'T’?’)
1
cl=2sc¢=3
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