DETERMINANTES                                PROFESOR: RAFAEL NÚÑEZ NOGALES
-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
Determinante de una matriz cuadrada de orden 1
Dada una matriz cuadrada de orden 1 , A = (a), se define  det A = det (a) = a. Por ejemplo, det (–7) = – 7

Determinante de una matriz cuadrada de orden 2
Dada una matriz cuadrada A de orden 2, el determinante de A es igual al producto de los elementos de la diagonal principal menos el producto de los de la diagonal secundaria.
Por ejemplo,  . En general, si , det A = ad – bc

El determinante de una matriz A se puede expresar de las siguientes formas:
det A     ó        ó   | A |    ó         

Determinante de una matriz cuadrada de orden 3  
Consideremos una matriz cuadrada A de orden 3. El determinante de A se define como sigue:
 

Para recordar cómo se calcula el determinante, se usa una regla nemotécnica llamada regla de Sarrus:

Términos que van sumando                          Términos que van restando

Ejemplo, 

Actividades resueltas
Considera las matrices    y   
Determina, si existen, los valores de m para los que A y B tienen el mismo determinante.
Resolución
det(A) = det(B) ⇒ m(–1) – 2.2 = m.m.1 + 2.0.3 + 2(–2)0 – 3.m.0 – 2(–2)m – 2.0.1

Luego, –m – 4 = m2 + 4m ⇒ 0 = m2 + 5m + 4  ⇒ 

Sea A la matriz . Calcula los valores de x para los que det(A − 2I) = 0.
Resolución
 

det(A − 2I) = x – 1 + 0 + 0 – x2(x – 1) – 0 – 0 = –x3 + x2 + x – 1 = 0

Factoricemos el polinomio usando la regla de Ruffini:

  ; det(A − 2I) = (x + 1)(–x2 + 2x – 1) = –(x + 1)(x – 1)2 = 0 ⇔ x = –1, x = 1

[bookmark: _Hlk77069114]MATRIZ INVERSA

Concepto de matriz inversa
Decimos que una matriz cuadrada A tiene inversa o simplemente que A es invertible si existe otra matriz cuadrada del mismo orden que A, que representamos por A–1, que cumple: A A–1 = A–1 A = I . 

La matriz A–1 se llama inversa de A.

Las propiedades más importantes son:  (At)–1  = (A–1)t ; (AB)–1  = B–1A–1  ;  (A–1)–1  = A ;(kA)–1  = k–1A–1    



Actividades resueltas
Usando la definición halla, si es posible, la inversa de la matriz 
Resolución
Se trata de encontrar una matriz cuadrada , que cumpla AA–1 = A–1A = I .

Como 


Igualando los elementos correspondientes, . 

Sustituyendo,   ; t = 2y = 2.1 = 2. Conclusión: 

Por tanto, 





Una matriz cuadrada A verifica la ecuación A3 + 2A2 + I = 0. 
Demuestra que A es invertible y halla A–1 en función de A
Resolución
Despejando,  

Sacando factor común A, por la izquierda, 

Sacando factor común A, por la derecha, 



Luego, según la definición de inversa, A tiene inversa y la inversa de A es  



Sea la matriz 
a) Calcula el valor de m para que se cumpla 2A2 − A = I   
Resolución
Se tiene que cumplir que  . Operamos

 

Igualando elementos, . Luego, 

b) Demuestra que para ese valor de m  A es invertible y halla A–1 en función de A.
Resolución
Observa que como , entonces  

Sacando factor común A, por la izquierda, 

Sacando factor común A, por la derecha, 

Luego, según la definición de inversa, A tiene inversa y la inversa de A es  



[bookmark: _Hlk74824979]Matriz de menores complementarios
Se llama menor complementario de un elemento de una matriz A al determinante de la matriz que queda cuando eliminamos su fila y su columna.
El menor complementario del elemento aij lo representaremos por mc(aij).

Representaremos por mc(A) a la matriz de los menores complementarios de A

Ejemplo:
Sea 

Adjunto de un elemento y matriz adjunta
Se llama adjunto de un elemento aij de una matriz A, y se representa por adj(aij) o también por 
al menor complementario si i + j es par y al menor complementario cambiado de signo si i + j es impar. 

Se llama matriz adjunta de una matriz cuadrada A es la matriz que se obtiene al sustituir cada elemento de A por su adjunto. La matriz adjunta se representa por adj(A)  ó también por 

Algunas consideraciones prácticas para hallar la matriz adjunta son:
- Si A es de orden 2, entonces adj(A) se obtiene cambiándole de signo a la diagonal secundaria de la matriz de menores complementarios de A   
Ejemplo: Si 

- Si A es de orden 3, entonces adj(A) se obtiene cambiándole de signo a los elementos de fuera de las diagonales de la matriz de menores complementarios de A.
Ejemplo: Si 

Observa que siempre se cumple que [adj A]t = adj At

[bookmark: _Hlk74825104]Cálculo de determinantes desarrollando por los elementos de una línea.
Si los elementos de una fila o columna de una matriz se multiplican por sus respectivos adjuntos y luego se suman, entonces se obtiene el determinante de dicha matriz. 
Se puede desarrollar por la fila o columna que se quiera y el resultado es el mismo.
Ejemplo:
Si  , desarrollando por la primera fila, 

 

Conviene desarrollar por la fila o columna que tenga más ceros para que el cálculo sea más rápido

Observa que desarrollando por la 2ª fila,  

En general, si  y desarrollamos, por ejemplo, por la 2ª columna, entonces el 

determinante se calcularía así:  | A | = a12.adj(a12) + a22.adj(a22) + a32.adj(a32)

Actividad resuelta
Halla, desarrollando por la fila o columna que quieras 
Resolución
Desarrollando por la primera columna, 

 


Método práctico para la obtención de la matriz inversa
El siguiente resultado te permitirá hallar la matriz inversa de una matriz cuadrada A por un proceso, por 
lo general, más corto:

- Si det A = 0, entonces A no es invertible

- Si det A ≠ 0, entonces A es invertible y 

Se puede comprobar que (kA)–1 = kA–1  y que (At)–1 = (A–1)t.
Matrices ortogonales: Se dice que una matriz real A es ortogonal, si AAt = At A = I. Se observa que una matriz ortogonal A es necesariamente cuadrada e invertible, con inversa A-1 = At. 

Actividades resueltas
Se considera la matriz 
a) Determina para qué valores de a tiene inversa la matriz A.
Resolución
Para que exista la inversa el determinante debe ser no nulo.
det A = 4a – 3 – 3 + 2a2 = 2a2 + 4a – 6 = 0 ⇔ a2 + 2a – 3 = 0, 
Luego, para a ≠ 1, a ≠ –3 la matriz A tiene inversa


b) Para a = 2, calcula la matriz inversa de A.
Resolución
Para a = 2,  , det A = 2.22 + 4.2 – 6 = 10 ≠ 0. Luego, existe 


 

 


Se considera la matriz , siendo a un parámetro real.
a) ¿Para qué valores del parámetro a existe la inversa de la matriz AAt?
Resolución
Sea  
Para que exista la inversa B el determinante debe ser no nulo.
Pero det B = 5a2 + 5 – a2 = 4a2 + 5 ≠ 0. Luego, para todo valor de a la matriz B tiene inversa

b) Para a = 1, calcula la inversa de la matriz AAt .
Resolución
Para a = 1,  ; det B = 9 ≠ 0. Luego, existe  ;   

 

Cálculo de la inversa usando el método de Gauss
Sea A una matriz cuadrada de orden n. Para calcular la matriz inversa de A construimos la matriz 
M = ( A | I ).
Hacemos transformaciones en la matriz M, usando las siguientes reglas:
1) Cambiar de orden dos filas 
2) Multiplicar o dividir una fila por un número distinto de cero
3) Sustituir una fila por una combinación lineal de esa fila con otra fila hasta conseguir que A se convierta en la matriz identidad.

Una vez conseguido, la matriz de la parte derecha de M es la inversa de A

Las reglas que se usan en el método de Gauss son:
1) Cambiar de orden dos filas
2) Multiplicar o dividir una fila por un número distinto de cero
3) Sumarle o restarle a una fila otra multiplicada por un número


Si en el proceso queda una fila con todo ceros en la mitad izquierda de M, entonces A no es invertible y no se puede seguir. 

Ejemplo:
Supongamos que queremos encontrar la inversa de 

Paso 1: Construimos la matriz M = (A[image: ]I) y usando a11 = 1 por el método de Gauss hacemos ceros debajo 
de los elementos de la diagonal principal de A

 

La mitad izquierda de M está en forma triangular, por consiguiente, A es invertible. 



Paso 2: Usando a33 = –1, por el método de Gauss hacemos ceros encima de los elementos de la 
diagonal principal de A:   



Paso 3: Ya que la matriz colocada en la mitad izquierda es diagonal, no hay que operar más. 
Transformamos la matriz diagonal en una matriz identidad; para ello hay que cambiar de signo la 2ª y 3ª fila:  


La matriz que ha quedado en la mitad derecha de M es precisamente la matriz inversa de A


PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

Vamos a ver las propiedades más importantes de los determinantes. En algunos casos las vamos a demostrar para determinantes de orden 2 pero sirven para determinantes de cualquier orden.

1) El determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta, det A = det At.  
Demostración
Si  ,    ;  . Luego, det A = det At.  

Por tanto, cualquier propiedad de los determinantes que sea válida para las filas también lo es para las columnas

2) Si se multiplican todos los elementos de una fila (columna) de una matriz cuadrada por un mismo número, entonces el determinante queda multiplicado por dicho número
Demostración
Si k ∈ R,  .

Se suele decir que se ha sacado factor común k en esa fila

3) Si A es una matriz cuadrada de orden n  y  k ∈ R, entonces det (kA) = kn det A.
Demostración
Si ,  . 

4) Si una fila (columna) es nula, entonces el determinante es nulo
Demostración
Por ejemplo, .

5) Si dos filas (columnas) son iguales o proporcionales, el determinante es nulo
Demostración
Por ejemplo,   ;  

6) Si cambiamos de orden dos filas (columnas), el determinante cambia de signo
Demostración
Por ejemplo,   

7) Si la matriz es triangular o diagonal, entonces el determinante es igual al producto de los elementos de la diagonal principal. Como consecuencia, det In = 1 
Demostración
Por ejemplo,   ;     ;  
       
8) det (AB) = det A det B           

 9) det (An) = [det(A)]n    
     
10)  
Demostración
Como  . Despejando, 

11) Si los elementos de una fila (columna) se pueden descomponer en dos sumandos, entonces el determinante se puede descomponer en dos determinantes según la siguiente regla:   
det (F1+ F´1, F2, F3) = det (F1, F2, F3) + det (F´1, F2, F3) 

o bien,  


12) Si a una fila (columna) se le suma o resta otra fila (columna) o un múltiplo de ella, entonces el determinante no varía.
Por ejemplo, para determinantes de orden 2,  


Esta propiedad es muy útil porque permite “hacer ceros” en una fila o columna de un determinante 
Ejemplo
 

Esta propiedad nos permite calcular, por ejemplo, determinantes de orden superior a 3 


Sea A una matriz de orden arbitrario n. Para calcular el det (A) se desarrolla por adjuntos usando una fila o columna cualquiera.

Si usamos la primera columna, se obtendría:
 

Los signos se van alternando según la posición que ocupen los elementos de la línea que usamos para desarrollar. Es decir:


Si en una línea de una matriz cuadrada A sólo hay un elemento distinto de cero, (aij), entonces 
 











Actividades resueltas
Considera la matriz  de la que se sabe que tiene determinante 5.
a) Calcula, indicando las propiedades que utilices, el determinante de 
Resolución
 

Ahora descompongo en 2 determinantes usando la 2ª columna:  

El 2º determinante es nulo por ser la 2ª columna proporcional a la 1ª. 

Luego queda  

b) Si B es otra matriz cuadrada de orden 3 de determinante 4, calcula el determinante de la matriz 2BA–1.     Resolución   



Considera la matriz . Sabiendo que el determinante de M es 2, calcula los siguientes determinantes e indica las propiedades que utilices:
a) El determinante de la matriz 5M4. 
Resolución      

b)    
Resolución    Como . Luego, 




Considera las matrices    y   
Calcula el determinante de la matriz (A2B−1)2015.
Resolución
Primero hallamos det A = 18 + 3 + 4 – 2 – 9 – 12 = 2, det B = –1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 4

Observa que 

ECUACIONES MATRICIALES
Ya sabemos que las ecuaciones matriciales son ecuaciones donde la incógnita que tenemos que despejar es una matriz.
En este apartado vamos a ver cómo podemos despejar la incógnita cuando se encuentra multiplicando a otra matriz. Para ello usamos la siguiente regla:
Si multiplicamos por la izquierda los dos miembros de una ecuación matricial por la misma matriz se obtiene una ecuación con la misma solución.
Lo mismo podríamos decir si multiplicamos por la derecha.
Hay que tener cuidado en multiplicar ambos miembros de la ecuación por el mismo lado: los dos por la izquierda o los dos por la derecha. 

Veamos algunos casos:

 , con A invertible. Multiplicando en los dos miembros por  , por la derecha queda  
 



 . Multiplicando en los dos miembros por  , por la derecha queda  
 



 , con A invertible. Multiplicando en los dos miembros por  , por la izquierda queda  
 



 , con A invertible. Multiplicando en los dos miembros por  , por la izquierda queda  
 


Actividades resueltas

Se consideran las matrices    y   
Para a = 0, resuelve la ecuación matricial XA–1 – BBt = I3.
Resolución
Para a = 0, , det A = 0 – 3 – 3 = –6 ≠ 0. Luego, existe A–1.

Como XA–1 – BBt = I3 , trasponiendo términos XA–1 = BBt + I3 . Multiplicando en los dos miembros por  , 

por la derecha queda   

 

 

Sean A, B, X, Y matrices invertibles que verifican AX = B  y  BY = A.
a) Comprueba que Y–1 = X.
Resolución
Como AX = B, sustituyendo A por BY, se tiene que BYX = B. Como B es invertible, existe B–1. 

Multiplicamos por B–1 por la izquierda: B–1BYX = B–1B ⇒ IYX = I. Luego, YX = I

Como BY = A, sustituyendo B por AX, se tiene que AXY = A. Como A es invertible, existe A–1. 

Multiplicamos por A–1 por la izquierda: A–1AXY = A–1A ⇒ IXY = I. Luego, XY = I

Por tanto, XY = YX = I. Es decir, la inversa de Y es la matriz X



b) Para    y   , halla X e Y .
Resolución
Como AX = B y det A = 1 ≠ 0, existe A–1. 

Multiplicamos por A–1 por la izquierda y queda A–1AX = A–1B ⇒ IX = A–1B ⇒ X = A–1B 

 

Como Y es la inversa de X, la hallamos. Como det X = –2 ≠ 0, existe X–1:
 





Resuelve la ecuación matricial 
Resolución
Llamamos  ,     y  . Nos queda entonces la ecuación  AX = B2C.
Para poder resolver la ecuación es necesario que A sea invertible. Como det A = –13 ≠ 0, existe A–1.


Multiplicando por A–1 por la izquierda: A–1AX = A–1B2C ⇒ I X = A–1B2C ⇒ X = A–1B2C

 


 


Sean las matrices    y   . Resuelve    
Resolución
Para poder resolver la ecuación es necesario que la matriz (BBt) sea invertible 
 . Queda   ; det C = 9 ≠ 0. Luego, existe C–1. 


Multiplicando por C–1 por la derecha, 

 


 






Dadas las matrices    y   . Resolver la ecuación matricial AXAt = B                                                
Resolución
Para poder resolver la ecuación es necesario que la matriz A sea invertible; det A = –2 ≠ 0. 

Luego, existe A–1 y, por tanto, también existe (At)–1 = (A–1)t. Multiplicando por A–1 por la izquierda y 

por (At)–1 por la derecha nos queda 


 

  
Veamos ahora ecuaciones donde hay que sacar factor común: 

Sacamos factor común X, por la derecha y llamamos D = A + B. Queda ,
que es del tipo de ecuaciones ya tratadas.

Ojo que sólo se puede sacar factor común cuando el factor que se repite está siempre a la izquierda o siempre a la derecha. Por ejemplo, en AB + CA  NO se puede sacar factor común A.









Actividades resueltas

Se consideran las matrices   ,     y   
Resuelve la ecuación matricial ABX – CX = Ct.
[bookmark: _Hlk77247409]Resolución
Sacando factor común X, por la derecha nos queda (AB – C)X = Ct.
Sea  


Queda la ecuación   ; det D = 2 ≠ 0. Luego, existe D–1. 


Multiplicando por D–1 por la izquierda, 

 





Halla la matriz X que verifica la igualdad  sabiendo que
  ,      y    
Resolución
Observamos que como det A = –1 ≠ 0, existe .


Trasponiendo términos  . Multiplicando en los dos miembros por  , 

por la derecha y por  por la izquierda queda  

 

 



 







Calcula la matriz X que verifica CX – X = 2I, siendo 
Resolución
Podemos expresar la ecuación así: . Sacamos factor común X, por la derecha: 

Llamando  queda la ecuación 

Como det D = –1 ≠ 0, existe . Multiplicando en los dos miembros por , por la izquierda queda  

  

 


Considera las matrices    y   . Determina, si existe, la matriz X que 
verifica 
Resolución
Trasponiendo términos, . 


Sacamos factor común X, por la derecha: 


Llamando  queda la ecuación 


Como det C = 2 ≠ 0, existe . Multiplicando en los dos miembros por , por la izquierda queda  

  


 



 










ANEXO: MÁS ACTIVIDADES
– Calcula los siguientes determinantes:                         

                                      

                         

– Resuelve las ecuaciones:       

– Considera la matriz . Calcula los valores de t para los que el determinante de A es positivo y halla el mayor valor que alcanza dicho determinante.




– Una matriz cuadrada A verifica la ecuación A3 + 2A2 + I = 0. Demuestra que A es invertible y 
halla A–1 en función de A   

– Dada la matriz . Demuestra que A2 + 2A = I y halla A–1 en función de A   

–  Sea la matriz 
a) Comprueba que se verifica A2  – 2A +  I = 0.
b) Calcula A−1. (Sugerencia: Puedes usar la igualdad del apartado (a)).

– Sea A una matriz cuadrada de números reales tal que A4 = O. 
Demuestra que (I – A)–1 = I + A + A2 + A3

– Dada la matriz  demostrar que A3 es la matriz nula y que si I es matriz unidad de orden 3, entonces I + A + A2 es la matriz inversa de I – A.

– Halla los siguientes determinantes, desarrollando por la fila o columna que quieras: 
                              

                

– Usando la definición halla, si es posible, la inversa de las siguientes matrices:
       

– Calcula la matriz adjunta y la matriz inversa:                         

                 

                                       


                     


– Mediante operaciones elementales sobre filas, usando el método de Gauss encontrar la inversa, si existe, de las matrices siguientes, comprobando el resultado:
                          


– Dada la matriz diagonal  calcula su inversa. ¿Cómo calcularías de forma rápida la inversa de una matriz diagonal cualquiera?

– Demuestra que la inversa de una matriz ortogonal es otra matriz ortogonal 

– Demuestra que, si la matriz A es simétrica, también lo es su inversa.

condiciones de invertibilidad
[bookmark: _Hlk52993617]– Sea la matriz 
a) Determina para qué valores del parámetro m existe A–1.

b) Calcula A–1 para m = 2.             

– Sea 
a) Averigua el valor del parámetro para el que la matriz no tiene inversa
b) Para m = 1, calcula la inversa de M.

– Sea la matriz . Calcula los valores de m para que dicha matriz sea invertible.


– Dada la matriz 
Determina los valores de  para los que la matriz A2 + 3A no tiene inversa.

– Hallar el valor o valores de a para los que la matriz  no tiene inversa. 
Hallar la inversa de A si k = 2

– Estudia para qué valores de k la matriz  es invertible. 

– Halla k para que la matriz  no tenga inversa y calcula la inversa para k = 3

– Sea la matriz 
Calcula los valores de m para que dicha matriz sea invertible.

– Se considera la matriz 
a) ¿Para qué valores de a la matriz tiene inversa?
b) Halla, si es posible la inversa de A para a = 0

– Hallar los valores de a para que las siguientes matrices sean invertibles
            

– Dadas las matrices   y  , hallar los valores de x para los cuales C = AB es invertible.

– Dada la matriz , discutir la existencia de su inversa en función del parámetro k. 
¿Es posible el cálculo de la inversa para k = 2?  En caso afirmativo, hallarla.

– Estudia para qué valores de k la matriz  tiene inversa.  

– Sean las matrices    y   
a) Encuentre el valor o valores de x de forma que B2 = A
b) Igualmente para que A – I2 = B–1.     
c) Determine x para que AB = I2. 

– Considera la matriz , donde x es un número real.
¿Para qué valores de x existe (M(x))–1? Para los valores de x obtenidos, calcula la matriz (M(x))–1.
– Sea la matriz 
¿Para qué valores del parámetro k no existe la inversa de la matriz A? Justifica la respuesta.

– Considera la matriz  ¿Hay algún valor de x para el que A no tiene inversa?

– Sea A la matriz  e I la matriz identidad de orden 3.
a) Calcula los valores de x para los que el determinante de A − 2I es cero.
b) Calcula la matriz inversa de A − 2I para x = −2.

– Sea la matriz 
a) Determina los valores de α para los que A tiene inversa.   b) Calcula la inversa de A para x = 1.

– Sea la matriz . Indica los valores de m para los que A es invertible.

– Se consideran las matrices    y   donde m es un número real. Encontrar los valores de m para los que AB es invertible

– Sea la matriz . Calcula los valores de m para que dicha matriz sea invertible.

– Estudia para qué valores de k la matriz  es invertible.  

inversas y operaciones combinadas
Sean las matrices    y   . Calcule (AtB – 2I2)–1. 

– Dadas las matrices    y   
a) halle A2   y  B3.    b) Calcule AB  y (AB)–1.    c) Halle  (A – At)2. 

– Sean las matrices    y   
a) Calcule, si existe, la matriz inversa de B 
b) Si AB = BA     y   A + At = 3I2   calcule x e y 

– Sea  . Comprueba que (A + I)2 = 0. 
Justifica que A es invertible y obtén su matriz inversa A–1. 

– Si A es una matriz de orden n, que verifica A3 = 2A + I, hallar A–1 en función de A.

Propiedades de los determinantes
– Considera las matrices  ,     y   
Calcula el determinante de B–1(Ct C) B

[bookmark: _Hlk55502197]– Sabiendo que el determinante de la matriz  es 2, calcula los siguientes determinantes indicando, en cada caso, las propiedades que utilices:
a) det(AAt)          b) det(A−1)  c)        d)      

– ¿Cuál o cuáles de las siguientes propiedades de los determinantes no es correcta?  
a) El determinante de una matriz y el de su traspuesta coinciden.   
b) Si se intercambian dos líneas paralelas de una matriz, su determinante no cambia de signo.
c) Si una matriz tiene dos líneas paralelas proporcionales, su determinante es igual a cero.

– Sea A una matriz con coeficientes reales con 2 filas y 2 columnas. ¿Cuánto vale det (AAt)?

– Calcular el determinante de una matriz antisimétrica de orden impar

– Sean A y B matrices con coeficientes reales, A con 3 filas y dos columnas y B con dos columnas y tres filas. Calcular det(AB). ¿Coincide necesariamente con det(BA)? Busca alguna explicación.

– Usando propiedades de los determinantes, calcula:
a)      b)      c)      d) 

– Sea A una matriz cuadrada de orden 3, con |A| = –5. 
Calcula, usando propiedades de los determinantes:   a) |– 4A|                b) |A–1|

– Considera las matrices     y   
Calcula el determinante de la matriz (A2B−1)2015.

– Considera las matrices     y   . Halla el determinante de AB2013At.

– Considera las matrices     y   . Calcula el determinante det A−1(BtB)A

– Se sabe que . Calcula razonadamente el valor del determinante 

– Demostrar, sin necesidad de calcularlos, que los siguientes determinantes son nulos
a)        b)        c)        d) 

– Sabiendo que , hallar utilizando propiedades de los determinantes:

a)        b) 

– Si , demostrar que 

– Utilizando propiedades de los determinantes y sin evaluar, demostrar que:
a)      b) Los valores x = 0, x = 2 satisfacen 
c)  es divisible por 13       Sugerencia: observar que 546, 273 y 169 son divisibles por 13.

– Verificar las siguientes identidades utilizando propiedades y definición de determinantes:
a) 

b) 

– Se sabe que . Calcula, indicando las propiedades que utilices, los siguientes determinantes: 
a)         b)          c) 

– Sea . Sabiendo que det M = –9, calcular:
a) det (–M)        b) [det(3M)]–1       c) det(3M–1)        d) det[(3M)–1]       

– Probar que  (Determinante de Vandermonde)

– Comprobar que el determinante de la matriz   es 
utilizando FFt.
– Calcular , sabiendo que a + b + c = 6

– Utilizando las propiedades de los determinantes calcula el valor de 

– Se sabe que el determinante de la matriz  es –3
Calcula, indicando las propiedades que utilices, los siguientes determinantes:
a) det(−2A)  b) det(A−1)    c)       d) 

– Sabiendo que el determinante de la matriz  es 2, calcula los siguientes determinantes indicando, en cada caso, las propiedades que utilices:
a) det(3A)                    b) det(A−1)                 c)               d) 

– Dada la matriz , sabemos que su determinante es 4. Calcula:
a) det(–2A)               b) det(A–1)               c)               d) 

– Calcular, usando propiedades de los determinantes:      y      

– Se sabe que . Explicando qué propiedades de los determinantes se utilizan y sin desarrollar el determinante, hallar:       y       

– Utilizando las propiedades de los determinantes, calcular el valor de 

– Sea A una matriz cuadrada de orden 3, con |A| = –5. 
Calcule, usando propiedades de los determinantes:   a) |–4A|                b) |A–1|

– Si |A| = 6  y   |B| = – 2, ¿cuánto vale |AB|?

– Sabiendo que A  y  B  son dos matrices de orden 2 tales que |A| = –2 y |B| = 4, calcula razonando la respuesta: |ABt|  ;  |At|  ;  |B–1|  ;  |A–1B|  ;  |3A| 
– Sean C1, C2 y C3 las columnas primera, segunda y tercera, respectivamente, de una matriz cuadrada A de orden 3 cuyo determinante vale 5. Calcula indicando las propiedades que utilices:
(a) El determinante de A3.                          (b) El determinante de A–1.                    (c) El determinante de 2A.
(d) El determinante de una matriz cuadrada cuyas columnas primera, segunda y tercera son, respectivamente 3C1 –  C3, 2C3  y  C2.

– Considera las matrices    y   
Halla el determinante de una matriz X que verifique la igualdad X2AX = B.

– Usa propiedades de los determinantes y el método del desarrollo por los elementos de una línea para calcular:       y     

– Calcular los siguientes determinantes, haciendo operaciones por filas o columnas.  (sin desarrollarlos totalmente):                               

– Resolver la ecuación: 

– Encontrar los valores de x para los cuales det(xI – A) = 0 en los casos:
a)           b)  
 
– Si A es una matriz triangular, encontrar los valores de x para los cuales det(xI – A) = 0

– Determinar los valores de m que anulan el determinante 



Ecuaciones matriciales

– Obtener la matriz X que verifica AX – B = 3X siendo    y   

– Sean las matrices ,    y   . Resuelva la ecuación   AX + BX = C       

– Resuelve la ecuación matricial 

– Se consideran las matrices  ,  ,    y    
Despeja la matriz X en la ecuación   XA–1 + 2B = 3Ct D, sin calcular sus elementos
– Sean las matrices ,    y   
Resuelve la ecuación matricial AX + 4B = Ct.    

– Sean las matrices ,    y   
Resuelve la ecuación matricial CBX − 2AX = At. 

– Sean A y B las matrices siguientes:    y   
Determina la matriz X, cuadrada de orden 2, en la ecuación matricial (A + 2B) X = 3I2.      

– Considera las matrices ,    y   
Determina la matriz X para la que At X B–1 = C.

– Halla la matriz X que verifica la igualdad AXA–1 + B = CA–1 sabiendo que
 ,    y   

– Considera las matrices  y  .
Halla la matriz X que verifica AX + B = 2A.

– Considera la matriz . Calcula la matriz X que verifica CX – X = 2I.

– Considera las matrices  y   
Determina, si existe, la matriz X que verifica AX + B2 = BX + A2.

– Considera las matrices  y  .
Halla la matriz X que verifica AX − B = I   

– Considera las siguientes matrices  y 
a) Calcula A−1.     b) Resuelve la ecuación matricial AXAt − B = 2I.

– Si A es una matriz de dimensión m x n, indica la dimensión de una matriz X si se verifica 
que (AtA)X = In. Si  calcula, si es posible, el producto A(AtA).

– Se consideran las matrices  y . Resuelve la ecuación matricial  XA = B

– Se considera la matriz . Calcula la matriz Y, sabiendo que  
– Se consideran las matrices    y  
Determina la matriz X que verifica BX = 3A + At .

– Sean las matrices    y  
Resuelve la ecuación matricial AX + I2 = 5Bt  –  A2.
– Sean las matrices , ,    y  
Determina la matriz X para que AX + BC = D

– Sean las matrices ,    y  
Resuelve, si es posible, la ecuación matricial BA + 2X = C

– Sea la matriz . Resuelve la ecuación matricial AXA = I2 

– Resuelve la ecuación matricial 

– Resuelve la ecuación matricial AX = 2(B – Ct), siendo ,    y   

– Se consideran las matrices   y  
Resuelve la ecuación matricial A3X – 4B = 0. 

– Sea la matriz . Halle la matriz Z que verifica   BZ + Bt = 2I2     

– Sean las matrices   y   
Resuelve la ecuación matricial (2A + B)X = 3A – B

– Sean A, B y C matrices cuadradas del mismo orden y suponiendo que todas las matrices que lo requieran tienen inversa, despeja la matriz X
XA2 = A         AXt + B = C        XAB = A + XB         AXB = C        AX + B = A + X        A(B + XA) = C    
XA – A2 = C        A2X – AX + X = A        I – XA = 3X + C        A(2B + I) = BXB + A    
(X + A)2 – XA = I + X2         B + XA = C        BX + A = 2B        A = AXA–1 +  B        BXB + C = 2B     
AX – X = I        A–1XA = B – A        AX + B2 = BX + A2.   

– Sean A y B dos matrices que verifican    y   
a) Halla las matrices (A + B)(A – B) y A2 –  B2.
b) Resuelve la ecuación matricial XA – XB – (A + B)t = 2I 
– Sea la matriz 
a) ¿Para qué valores del parámetro k no existe la inversa de la matriz A? Justifica la respuesta.
b) Para k = 0, resuelve la ecuación matricial (X + I)A = At.

– Considera las matrices   y  
Determina, si existe, la matriz Y que verifica la igualdad A2YB−1 = A.

– Considera las siguientes matrices   y  
Resuelve la ecuación matricial AXAt − B = 2I

– Sea 
a) Determina los valores de m  R para los que la matriz A tiene inversa.
b) Para m = 0 y siendo X = (x, y, z), resuelve XA = (3, 1, 1)

– Sea la matriz 
a) Calcule los valores de m para que dicha matriz tenga inversa.
b) Haciendo m = 0, resuelva la ecuación matricial AXA = I2 

– Obtener de forma razonada la matriz X que verifica  AX = 2B – C, siendo:
,    y   

– Halle la matriz X que verifique la ecuación matricial A2X = A – BC, siendo A, B y C  las matrices
,    y   

– Sean las matrices    y   . Resuelva la ecuación matricial AAtX = B

– Sean las matrices    y   
a) Calcule la matriz C = BA – AtBt      
b) Halle la matriz X que verifique 

– Sea la matriz . Resuelve la ecuación matricial A2X = 2I – A 

– Dadas las matrices    y   
a) ¿Existen las matrices inversas de A y B?   Justifica la respuesta.  
b)  Si es posible, calcular dichas matrices inversas.  
c)  Resolver la ecuación matricial   AXAt = B   




– Sean las matrices ,    y   
a) Calcule la matriz P que verifica BP – A = Ct. 
b) Determine la dimensión de la matriz M para que pueda efectuarse el producto AMC. 

– Sean las matrices    y   
a) Calcule A–1(2B + 3I2) 
b) Determine la matriz X para que XA = A +I2. 

– Sean las matrices    y   . Explica qué dimensión debe tener la matriz X para que tenga sentido la ecuación matricial XA + 2B = (1  0).  Resuelva dicha ecuación

– Siendo , se pide:  
a) Halla la matriz: 3AtA - 2I2.    
b) Resuelve la siguiente igualdad matricial: 

– Halla la matriz X que cumpla XA + Bt = C, siendo 
,    y   

– Halla la matriz X que cumpla AXB + C = D, siendo
 , ,    y   

– Dada la matriz , determina, si existe, la matriz X que verifique 

– Sean las matrices ,    y   
a) Realiza, cuando sea posible, los siguientes productos de matrices: AB, BC, CA.
b) Resuelve la ecuación matricial AX + B = C.

– Siendo    y   , razone si posee solución la ecuación matricial AX = B  y, en caso afirmativo, resuélvela.

– Resuelve la ecuación matricial AX – 2B = C, siendo  ,   y  

– Determine la matriz X de dimensión 2 x 2 tal que 

– Resolver la ecuación A + X = AX, siendo 


– Dadas las matrices  ,   y  , halla otra matriz X tal 
que A – BX = C 

– Calcula X, que verifica XA = B, siendo   y  

– Resolver la ecuación matricial AX – 2X = B +I siendo    y  

– Dadas las matrices ,      y  , resuelve las ecuaciones matriciales: A + BX =C     y      At – YB = Ct.    

– Dadas las matrices ,      y  , calcula la matriz X en los casos: a) A + XB = C      b) A – BX = C

– Calcular la matriz X tal que XA + B = C, siendo
 ,      y  

– Resolver la ecuación matricial XA = B + C, siendo
 ,      y  

– Resolver la ecuación matricial AX + B = C, siendo ,      y  

– Resolver la ecuación matricial BX = C , siendo las matrices    y  

– Hallar X tal que AX = B + 2C, siendo ,      y  

– Determina la matriz A que verifica la ecuación AB + A = 2Bt, donde 

– Obtener la matriz X que verifica   AX – B = 3X, siendo    y  

– Dadas las matrices    y  , determina una matriz X que verifique la siguiente igualdad BA + X A–1 = B

– Dadas matrices ,      y  , determina  (2A – Bt)tC  y la matriz  X  que satisface  2X(AB – C)t = C2.

– Dadas las matrices ,      y  , calcular la matriz X que verifica la ecuación AXB = 2C
– Resuelve las ecuaciones: a) AX = B      b) BX – At = 2B siendo    y  
– Sea la matriz . Resuelve la ecuación matricial AXA = I2 
– Resuelve, razonadamente, la ecuación matricial XA = B + C.
donde ,      y  
– Resuelva la ecuación matricial AX = 2(B – Ct), siendo ,      y  
– Se consideran las matrices    y  
Resuelva la ecuación matricial A3X – 4B = 0. 

– Sea la matriz . Halle la matriz Z que verifica   BZ + Bt = 2I2     

– Sean las matrices    y   . 
Resuelva la ecuación matricial (2A + B)X = 3A – B

– Dadas las matrices    y   
Para a = 1 , b = 0, resuelva la ecuación matricial  XB – A = I2   
– Se consideran las matrices    y   . Resuelva la ecuación matricial XA = B
– Se considera la matriz . Calcule la matriz Y, sabiendo que 
– Se consideran las matrices    y   .
Determina la matriz X que verifica BX = 3A + At .

– Sean las matrices    y   . Resuelva la ecuación matricial AX + I2 = 5Bt  –  A2.
– Sean las matrices ,  ,     y   
Determine la matriz X  para que AX + BC = D

– Hallar una matriz X, cuadrada y de orden 2, de modo que 

– Hallar todas las matrices B de orden 2, no nulas, de modo que , siendo 
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Determinante de una matriz cuadrada de orden 1


 


Dada una matriz cuadrada de orden 1 , A = (a), se define  det A = det (a) = a


. 


Por ejemplo, det (


–


7) = 


–


 


7


 


 


Determinante de una matriz cuadrada de orden 2


 


Dada una matriz cuadrada A de 


orden 2, el determinante de A es igual al producto de los elementos de la 


diagonal principal menos el producto de los de la diagonal secundaria.


 


Por ejemplo, 


??????


?


3


-


5


2


4


?


=


3


.


4


-


2


?


-


5


?


=


22


 


. 


En general, si


 


??


=


?


??


??


??


??


?


, 


det


 


A


 


=


 


ad


 


–


 


bc


 


 


El determinante de una matriz A se puede expresar de las siguientes formas:


 


det A     ó 


   


??????


?


??


??


??


??


?


    


ó   | A |    ó


   


?


??


??


??


??


?


    


  


 


 


Determinante de una matriz cuadrada de orden 3


  


 


Consideremos una matriz cuadrada A de orden 3. El determinante de A se define como 


sigue:
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Para recordar cómo se calcula el determinante, se usa una regla nemotécnica llamada 


regla de Sarrus


:


 


 


Términos que van sumando                          Términos que van restando


 


 


E


jemplo, 
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)


5


+
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Actividad


es


 


resuelta


s


 


Considera las matrices


 


??


=


?


-


??


??


??


??


?


   


y   
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Determina, si existen, los valores de m para los que A y B tienen el mismo determinante.


 


Resolución


 


det(A) = det(B) 


?


 


m(


–


1) 


–


 


2.2 = m.m.1 + 2.0.3 + 2(


–


2)0 


–


 


3.m.0 
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2(
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2)m 
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2.0.1


 


 


Luego, 
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4 = m
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+ 4m 
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.
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.


1


?


??


=


-


1


??


=


-


4


 


 


Sea A la matriz
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Calcula los 


valores de x para los que det(A 


-


 2I) = 0.


 


Resolución
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det(A 


-


 2I) = x 
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1 + 0 + 0 
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x


2


(x 
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1) 
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0 
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0 = 
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x
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+ x


2


 


+ x 
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1 = 0


 


 


Factoricemos el polinomio usando la regla de Ruffini:
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(x + 1


)(
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x


2


 


+ 2x 
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1) 
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(x + 1


)(
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–


 


1)2 = 0 


?


 x = 
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1, x = 1
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