CUADRADOS MÁGICOS
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
CUADRADOS MÁGICOS CON NATURALES
Un cuadrado mágico 3x3 es un cuadrado de números 3x3 de forma que la suma de los números de cada fila, de cada columna y de cada diagonal es la misma. Esta suma es “la suma mágica” del cuadrado.
[image: ]
a) Si las casillas de un cuadrado mágico están ocupadas por los números 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9,
¿cuál es la suma mágica del cuadrado? ¿Qué número ocupa siempre la casilla central? ¿Por qué? 
b) En este caso, con esos números, muestra los cuadrados mágicos que se pueden construir. 
c) Construye un cuadrado mágico con los números 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15 y 17. ¿Qué número ocupa la casilla central? 
d) Existe un cuadrado mágico formado por nueve números impares consecutivos entre los que aparecen siete números primos. ¿Cuáles son estos números? Escribe un cuadrado mágico formados por ellos.

Un cuadrado mágico, tiene la propiedad de que la suma de los números situados en cada una de sus filas, columnas o diagonales, es la misma. 
En el caso del cuadrado de tres por tres, cabe preguntarse, ¿Por qué la suma constante debe ser quince? ¿Es esta la única forma de arreglar los dígitos del 1 al 9 para obtener un cuadrado mágico? Trataremos de responder a estas preguntas, pero antes convengamos en llamar orden de un cuadrado mágico al número de celdas de uno de sus lados y constante mágica a la suma constante. En nuestro caso el orden es tres y la constante vale quince. 

Observemos ahora que si cada fila debe sumar la misma cantidad entonces la suma de tres filas será el triple de la cantidad, pero la suma de tres filas coincide con la suma de todos los elementos del cuadrado, así que podemos escribir: 3c = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9. Por tanto c = 15

Ahora trataremos de probar mediante argumentos sencillos la unicidad de nuestro cuadrado mágico, para hacerlo listemos todas las ternas de números que sumen 15. 
9 + 5 + 1     9 + 4 + 2      8 + 6 + 1    8 + 5 + 2      8 + 4 + 3      7 + 6 + 2      7 + 5 + 3      6 + 5 + 4

Vemos que el cinco aparece en cuatro ternas, por lo que debe estar en el centro del cuadrado, ya que necesitamos que el dígito central pertenezca a cuatro sumas mágicas. El dígito 1 aparece sólo en 2 ternas, por lo que no debe ocupar una esquina, sino una celda lateral, lo mismo le ocurre al 9, al 3 y al 7. 

Obviando las rotaciones o reflexiones podemos rellenar el cuadrado como se muestra en la figura.
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	7
	5
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	9
	


  






Ahora las celdas restantes son fácilmente llenadas, por ejemplo, en la primera fila los números de las esquinas deben sumar catorce. El único par de entre 2, 4, 6, y 8 que lo hace es 6 y 8, el 8 no puede ir sobre el 7 pues ya sumarían 15 en esta columna. Colocando este par de números el resto sale directamente. 
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Este es el único cuadrado de orden tres que puede construirse con los primeros nueve dígitos, si se utilizan otros dígitos se pueden construir muchos otros cuadrados mágicos. Usaremos el nuestro para crear uno nuevo ¿Qué pasa si a cada número le sumamos la cantidad constante 4?, el cuadrado mágico tendrá ahora una constante mágica igual a 15 + 3.4 = 27. ¿Y qué ocurre si multiplicamos a cada digito por tres?, la constante mágica se transforma ahora 
en 3.15 = 45. Podemos de este modo crear nuevos cuadrados que contengan números negativos, fracciones, decimales etc.
[image: ]

Si C1 es un cuadrado mágico y C2 es otro del mismo orden, la suma será también un cuadrado mágico, además la multiplicación de C1 por cualquier número real, será también un cuadrado mágico, considerando el cuadrado con nueve ceros tendremos al elemento neutro. A partir de esto podremos verificar todas las propiedades para la suma de cuadrados mágicos y el producto por un número real. 
[image: ]
Los cuadrados mágicos han atraído el interés de las personas desde tiempos inmemorables, la mayoría de los historiadores señalan que tuvo su origen en China siglos antes del nacimiento de Cristo. El origen exacto se ha perdido, pero la tradición oriental sostiene que el emperador Yu  (2200 a. c.)  se hallaba de pie a la orilla del Río Amarillo cuando una tortuga apareció con un símbolo místico grabado sobre su caparazón. Este símbolo se conoce en China con el nombre de Lo- Shu y como se observa se trata del cuadrado mágico de tres por tres. Actualmente en China es muy común el uso de este símbolo en comercios esotéricos, las personas le atribuyen propiedades mágicas y algunos lo utilizan como amuleto para la buena suerte.

En occidente este curioso cuadrado perdió su encanto místico y pasó a convertirse en fuente de acuciosas investigaciones de matemáticos y aficionados, y es que existen numerosas cuestiones que el estudio de estos arreglos numéricos puede suscitar en una mente inquieta y curiosa.

Los cuadrados mágicos más interesantes son aquellos que se construyen a partir de la serie de los primeros números enteros positivos, en el siglo XVI, el pintor suizo Alberto Durero perennizó un cuadrado mágico de orden cuatro en un grabado llamado Melancolía. 
Este cuadrado, de constante mágica igual a 24, tiene interesantes propiedades adicionales. 
La suma de las dos filas superiores es igual a la suma de las dos filas inferiores. Ahora elevemos al cuadrado cada uno de estos números, y observaremos que la igualdad se mantiene.
Otra propiedad de este cuadrado es que la suma de números en filas alternadas (primera, tercera, segunda y cuarta) es igual, y también son iguales las sumas de los cuadrados de estos números.

Los matemáticos han creado muchos métodos para la construcción de cuadrados mágicos, son de relativa facilidad los métodos para construir cuadrados de orden impar, los de orden par requieren técnicas más sofisticadas, el lector interesado puede consultar las obras de Maurice Kraitchik o de W. Rouse Ball. citadas en la bibliografía al final del artículo.
Existen muchas variantes de cuadrados mágicos, el famoso creador de acertijos Henry Ernest Dudeney, en su Amusement in Mathematics, reclama haber sido el primero en considerar cuadrados mágicos cuyas casillas sean números primos, el proporciona muchos resultados, pero como en esa época el 1 era considerado primo, muchos de sus resultados contienen al 1 en alguna casilla. Aceptada la convención actual de que el 1 no es primo, el único cuadrado mágico primo de orden tres, con la constante más baja (c = 177) es el mostrado en la figura
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En 1988 Martin Gardner el célebre divulgador científico, ofreció un premio de $100 para la persona que consiguiera un cuadrado mágico de orden tres formado por números primos en progresión aritmética, ese mismo año Harry Nelson, presentó 22 soluciones, utilizó para hallarlas un computador de la Universidad de California, reproducimos aquí el cuadrado de constante más pequeña.

Un curioso cuadrado invertible, es mostrado en la figura adjunta, cada fila, columna y diagonal suma 264, pero, además, si invertimos el cuadrado los números siguen siendo los mismos, aunque ahora han variado su ubicación, no obstante, si sumamos las filas columnas y diagonales de este nuevo cuadrado seguiremos obteniendo la constante mágica 264.

 Joseph Madachy, editor del Journal of Recreational Mathemátics plantea una variante novedosa a los cuadrados mágicos, el los llama cuadrados antimágicos, la tarea ahora es tomar los n2 primeros números de la serie de los enteros positivos y arreglarlos en una cuadrícula de nxn, de modo tal que las filas columnas o diagonales sumen distintas cantidades, pero estas cantidades deben estar en secuencia natural.
Los cuadrados talismán añaden otra vuelta de tuerca al trabajo con estos arreglos numéricos, se exige en esta ocasión, colocar la secuencia numérica en una cuadrícula de n x n, de modo tal que la diferencia entre dos números de celdas adyacentes sea mayor que p = 1 ,2, 3, 4. ¿Existirá un cuadrado talismán de orden cinco, con diferencia mayor a 4? ¿Cuántos cuadrados talismán de orden tres, con diferencia mayor a 1 existen?  La investigación de los cuadrados talismán y los anti mágicos es actualmente un campo fértil y lleno de sorpresas, no existe mucha literatura sobre ellos, lo cual nos invita a explorar sus propiedades y métodos de construcción. 

Los cuadrados mágicos son conocidos en Oriente desde hace mucho tiempo. El historiador Hom afirma que el cuadrado mágico de orden 3, como el que vamos a trabajar, lo realizó el emperador chino Yu (2200 a. de C.) y que seguramente los trajo a Europa Marco Polo en el siglo XIII.

Las propiedades “mágicas” que le podemos atribuir son las siguientes:
1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 = 45      y   45/9 = 5 
La suma de cualquier fila, columna o diagonal siempre vale lo mismo, el triple del valor central y, además, la suma de cualquier número simétrico respecto del valor central también siempre vale lo mismo, el doble del valor central. Si consideramos cuatro elementos respecto del valor central, su suma es cuatro veces el valor central. Y aún más:


Por otro lado, a partir de uno cualquiera de ellos podemos obtener otros distintos intercambiando filas o columnas, sumando, multiplicando. dividiendo… por un mismo número a todos los términos del cuadrado…. Aplicando todas esas propiedades mágicas citadas, completa:
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La construcción de cuadros mágicos es tan conocida, que algunos paquetes de cálculo numérico lo incluyen en sus funciones. En MATLAB, por ejemplo, si se escribe: magic(6) se genera la siguiente matriz:
	35 
	1 
	6 
	26 
	19 
	24 

	3 
	32 
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	9 
	2 
	22 
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	30 
	5 
	34 
	12 
	14 
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	4 
	36 
	29 
	13 
	18 
	11 



Este Cuadro Mágico está formado por los números naturales del 1 al 36, y la suma de las líneas, es siempre 111.





Completa los siguientes cuadrados mágicos sumativos
	11
	
	7
	
	3
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	14
	

	23
	
	19
	
	15
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	12

	
	14
	
	1


                         Número mágico: 34



**************************************


Comprueba si este cuadrado es mágico; en caso de no serlo, intercambia el menor número de parejas de números para obtener un cuadrado mágico.
[image: ]


**************************************


En un cuadrado mágico de 4 x 4 anotar en cada casilla una cifra del 1 al 4, repitiéndola cuatro veces de modo que en todas las horizontales, verticales y diagonales sumen 10. 
 

**************************************


 En un cuadrado mágico de 8 x 8 anotar en cada casilla una cifra del 1 al 4, repitiendo cada una las veces que sea necesario de modo que en todas las horizontales, verticales y diagonales sumen 20. 
Por otra parte, en uno de sus sentidos, cada diagonal deberá estar formada por el mismo número 
repetido. 











Por la mañana, en la escuela, vi un cuadrado mágico, es decir, la suma de cualquier renglón, columna o diagonal era la misma. Cuando llegué a mi casa, sólo recordaba la tercera columna:
	
	
	4

	
	
	3

	
	
	8


¿Me ayudas a completarlo?
Solución
  
	2
	9
	4

	7
	5
	3

	6
	1
	8



**************************************

Tenemos un cuadrado mágico de 3 x 3.
a) Anotar en los nueve cuadros las cifras del 0 al 9 (10 cifras) de forma que cada horizontal, vertical y diagonal sumen 15.
b) Anotar en las casillas las cifras del 0 al 9 de modo que cada horizontal y vertical sumen 14.
c) Anotar en las casillas las cifras del 0 al 9 de modo que cada horizontal y vertical sumen 13.
d) Anotar en las casillas las cifras del 0 al 9 de modo que cada horizontal, vertical y diagonal sumen 12.
e) Colocar en las casillas los números del 2 al 10 de modo que cada horizontal, vertical y diagonal 
sumen 18.
f) Colocar en las casillas los nueve primeros números pares para que cada horizontal, vertical y diagonal sumen 30.

**************************************

Tenemos un cuadrado mágico de 4 x 4
a) Colocar en las casillas los números del 0 al 15 de modo que todas las horizontales, verticales y diagonales sumen 30.
b) Colocar en los cuadros los números del 1 al 16 de tal modo que en cada horizontal, vertical y diagonal sumen 34.
c) Escribir en las casillas 16 de los 17 números de modo que cada horizontal, vertical y diagonal 
sumen 37.
d) Escribir en los cuadros 16 de los 17 primeros números de forma que en cada horizontal, vertical y diagonal sumen 36.
e) Colocar en las casillas 16 de los 17 primeros números de modo que la suma de cada horizontal y vertical sea 35.
f) Escribir en las casillas los 16 primeros números pares de modo que en cada horizontal, vertical y diagonal sumen 68.
g) Escribir en los cuadros 16 de los 17 primeros números de forma que en cada horizontal, vertical y diagonal sumen 64.
h) Anotar en cada casilla una cifra del 1 al 4, repitiéndolas cuatro veces, de modo que cada horizontal, vertical y diagonal sumen 10.




Este esquema reproduce parcialmente un cuadrado mágico de números, es decir, una combinación de números que posee ciertas propiedades. Completa las líneas de números y descubre todas las regularidades de este cuadrado mágico.
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**************************************

Completa el siguiente cuadrado mágico sumativo de número mágico 15 y observa que curiosamente está formado por los números del 1 al 9
	   8
	
	

	
	
	7

	
	
	2



**************************************

Completa el siguiente cuadrado mágico sumativo de número mágico 177 y tras completarlo observa que curiosamente todos los números del cuadrado son primos
	
	
	47

	89
	
	

	71
	
	



**************************************


Coloca nueve números consecutivos en un cuadrado de 3 x 3, de manera que la suma de las filas y la de las columnas sea 24.

**************************************

Construye el cuadrado mágico de 3 x 3 tal que la suma de los tres números elegidos sea 18.













Halla el número k, sabiendo que el cuadrado en el cual está inscrito es mágico y se compone de los números de 10 a 18.
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**************************************


Halla A, B, C , D, E en el siguiente cuadrado mágico:
	15
	A
	35

	50
	B
	C

	25
	D
	E




**************************************
   

¿Por qué es muy original el siguiente cuadrado mágico?
	96
	11
	89
	68

	88
	69
	91
	16

	61
	86
	18
	99

	19
	98
	66
	81




**************************************


Acaba este cuadrado numérico para que sea mágico, es decir, tienes que conseguir que cada fila, cada columna y las dos diagonales sumen lo mismo









Escribe cada una de las cifras 1, 2, 3, 4, 5, 6 y 7 en el lugar de cada una de las letras de forma que al sumar en todas las direcciones el resultado sea 12
	A
	
	B

	C
	D
	E

	F
	
	G







Solución

A = 5   B = 2    C = 1    D = 4   E = 7  F = 6    G = 3

**************************************
Escribe las siete cifras que faltan para que los lados del triángulo sumen 20.
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CUADRADOS MÁGICOS CON FRACCIONES
Completa los siguientes cuadrados mágicos sumativos

	2/5
	9/10
	1/5

	
	
	

	
	1/10
	



	8/9
	9/4
	
	

	9/10
	15/9
	
	8/9

	
	
	3/2
	

	5/3
	
	4
	3/10


	
	17/3
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	19/3
	
	8
	22/3

	23/3
	7
	20/3
	

	6
	
	
	



	4/7
	
	2/7

	
	5/7
	

	
	
	6/7






	
	
	1/6

	
	5/12
	

	2/3
	
	1/3


	
	
	3/4

	1/2
	3/2
	5/2

	
	
	



	11/5
	6/5
	7/5

	
	
	

	
	2
	


	
	
	2/3

	
	7/6
	

	5/3
	
	4/3







**************************************


Completa el siguiente cuadrado mágico sumativo de número mágico 17/6
	4/3
	1/6
	
	

	5/12
	
	5/6
	

	
	
	1/2
	1

	
	7/6
	
	1/12





                          





CUADRADOS MÁGICOS CON DECIMALES
Completa los siguientes cuadrados mágicos sumativos.
	1,6
	0,2
	
	

	0,5
	
	1
	

	
	
	0,6
	1,2

	
	1,4
	
	0,1


	2,25
	6
	1,25
	
	3,5

	
	1,25
	
	3,5
	

	
	1,5
	5,25
	
	5,5

	2,5
	3
	4,75
	
	0,75

	2,75
	
	
	0,5
	2,25


                                  Constante: 3,4



CUADRADOS MÁGICOS MULTIPLICATIVOS
Son cuadrados mágicos que se cumplen con la multiplicación en vez de la suma, por tanto, para obtenerlos nos valemos de las mismas fórmulas cambiando las sumas por productos y los coeficientes por exponentes.
Al ser multiplicaciones originan números muy grandes, por tanto, sólo son manejables haciéndolos de números simples. Para obtenerlos es conveniente dar a las variables	valores muy simples, incluso repitiendo el 1.						
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	a e
	b f
	c g
	d h
	a =
	
	e =
	
	
	
	
	

	a
	a2 b2
	b
	a =
	
	
	
	
	
	c h
	d g
	a f
	b e
	b =
	
	f =
	
	
	
	
	

	b2
	a b
	a2
	
	
	
	
	
	
	d f
	c e
	b h
	a g
	c =
	
	g =
	
	
	
	
	

	a2 b
	1
	a b2
	b =
	
	
	
	
	
	b g
	a h
	d e
	c f
	d =
	
	h =
	
	
	
	
	



También, haciendo las transformaciones indicadas, tienen las mismas propiedades que los cuadrados basados en la suma.
Es decir, se pueden multiplicar, dividir, potenciar o radicar por el mismo número cada número de un cuadrado mágico multiplicativo, obteniéndose otro cuadrado mágico multiplicativo.

	5
	1
	2
	7
	·  3 =
	
	
	
	
	
	12
	10
	10
	2
	: 2=
	
	
	
	

	2
	7
	1
	5
	
	
	
	
	
	
	2
	10
	4
	30
	
	
	
	
	

	7
	10
	1
	1
	
	
	
	
	
	
	2
	6
	10
	20
	
	
	
	
	

	1
	1
	35
	2
	
	
	
	
	
	
	50
	4
	6
	2
	
	
	
	
	


				producto =						producto =	
	
	
	
	
	3
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	1
	6
	5
	2
	
	=
	
	
	
	
	
	
	
	1
	100
	9
	1
	=
	
	
	
	

	1
	10
	3
	2
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	9
	1
	4
	25
	
	
	
	
	

	6
	1
	2
	5
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	4
	9
	25
	1
	
	
	
	
	

	10
	1
	2
	3
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	25
	1
	1
	36
	
	
	
	
	


				producto =							producto =	
También se pueden multiplicar o dividir los números de las casillas homólogas de dos cuadrados mágicos multiplicativos, obteniéndose otro cuadrado mágico multiplicativo.

	–15
	1
	–2
	–1
	*
	2
	–2
	1
	–2
	=
	
	
	
	
	
	–5
	–6
	1
	24
	:
	5
	–1
	1
	6
	=  
	
	
	
	

	1
	2
	–3
	5
	
	–1
	2
	–1
	4
	
	
	
	
	
	
	–4
	–6
	2
	15
	
	–2
	–3
	1
	–5
	
	
	
	
	

	1
	–5
	–1
	–6
	
	2
	–2
	2
	–1
	
	
	
	
	
	
	–12
	–5
	12
	1
	
	–3
	5
	2
	1
	
	
	
	
	

	2
	3
	5
	–1
	
	–2
	1
	–4
	1
	
	
	
	
	
	
	–3
	–4
	30
	2
	
	–1
	–2
	–15
	1
	
	
	
	
	


					producto =						producto =
Anotar en cada casilla de un cuadrado 3x3 los primeros números en progresión doble (1, 2, 4, 8, 16, 32....) de modo que en todas las horizontales, verticales y diagonales el producto sea 4096. 

**************************************

Completa el siguiente cuadrado mágico multiplicativo:
	
	
	0,01

	
	
	1000

	10000
	
	100


Solución
	1
	100000
	0,01

	0,1
	10
	1000

	10000
	0,001
	100




**************************************

Este es un cuadrado mágico multiplicativo, aunque en este ejemplo, el producto de los números de la diagonal no principal no es igual al número mágico.
[image: ejemplo1]
a) Escribe debajo de los números de este cuadrado, en la misma casilla, su expresión en notación científica.
b) Recordando que el producto de todos los elementos de las líneas horizontales, de las líneas verticales y de la diagonal principal siempre da el mismo valor, calcula en notación científica el número mágico del cuadrado multiplicativo y los números que faltan.


**************************************

Este es otro cuadrado mágico multiplicativo, donde todas sus líneas tienen el mismo producto.
[image: ]
a) Escribe debajo de los números de este cuadrado, en la misma casilla, su expresión en notación científica.
b) Recordando que el producto de todos los elementos de las líneas siempre da el mismo valor, calcula en notación científica el número mágico del cuadrado multiplicativo y los números que faltan.




Completa el siguiente cuadrado mágico multiplicativo de número mágico 70
	5
	1
	
	

	
	7
	1
	5

	
	
	
	

	1
	1
	
	2



**************************************


Completa el siguiente cuadrado mágico multiplicativo de número mágico 720  
	
	–6
	1
	24

	
	
	
	

	
	
	12
	1

	–3
	–4
	
	2



**************************************


Completa el siguiente cuadrado mágico multiplicativo
	
	
	0,01

	
	10
	1000

	10000
	
	100





CUADRADOS MÁGICOS ALGEBRAICOS
En la actualidad muchos educadores matemáticos han reconocido las posibilidades pedagógicas del uso de estos arreglos cuadrangulares, un claro ejemplo de ello lo muestra el trabajo del grupo catalán Azarquiel, quienes utilizan los cuadrados mágicos para elaborar actividades lúdicas referidas al cálculo algebraico. 

De la gran cantidad de actividades diseñadas por este grupo, hemos escogido una, que esperamos te invite a elaborar las tuyas y aplicarlas en clase.

Dado el cuadrado algebraico siguiente
	3(1 + 2x)
	3 – x
	4(x + 1) – 1

	3 + x
	3(x + 1)
	5(1+ x) – 2

	2x + 3
	3 + 7x
	3


a) Comprueba que se trata de un cuadrado mágico sumativo de constante mágica 9x + 9
b) Si número mágico de este cuadrado mágico es 12, ¿cuánto vale x?    Solución:  x = 1/3
c) Si x = 2, escribe el cuadrado mágico correspondiente e indica cuál es el número mágico
Solución
	15
	1
	11

	5
	9
	13

	  7
	17
	3


El número mágico es 27



Calcula el valor de x que sustituido en las casillas del cuadrado adjunto haga de éste un cuadrado mágico. Una vez calculado x escribe el cuadrado mágico correspondiente e indica cuál es el número mágico.
	2x + 2
	x
	x + 1

	x – 2 
	x + 2
	5x – 6 

	3x – 3 
	2x + 1
	x – 1 



Solución
	8
	3
	4

	1 
	5
	9 

	6 
	7
	2 


 x = 3
  



El número mágico es 15


HEXÁGONO MÁGICO
Se considera un hexágono, como el que aparece en la figura, en el que hemos colocado los
números enteros del 1 al 13.
[image: ]
Observa que hay cinco líneas que tienen la misma suma; éstas son:
2, 9, 11  ;   8, 9, 5  ;   3, 9, 10  ;   7, 2, 13  ;   13, 3, 6.
Halla otra disposición de estos números de forma que todas las líneas de tres que aparecen en el dibujo tengan la misma suma. Llamaremos a cada una de ellas un hexágono mágico.
[image: ]
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