GEOMETRIA EN EL ESPACIO

Componentes de un vector. Mdédulo de un vector. Operaciones con vectores.
Origen: A:(a,,b,cC . .
ger: A2 (8,5.6) V=(@bo)»[V[=vat+b +c® | g_(ap ¢ w=(a,b,c,)
Extremo: B:(a,,b,,cC,) L 1M b)) s 210, 6y
Componentes: Vector unitario: |V |=1 Suma y diferencia:

Diferencia entre las coordenadas del (Si V no es unitario, entonces el vector] V+W=(a +a,,b +b,,c, +C,)

extremo y las del origen: Vi o Vi )
% es unitario y el vector k- Producto por un ndmero:

L AB =0OB—-OA V] V] r-v=(r-a,r-b,r-c), reR
AB=(a,—a,b,—b,c,—c) con k>0, tiene mddulo k.

_ N Tres vectores U =(a,,b,,c,), V=(a,,b,,cC w=(a,,b,,c
Dos vectores V = (a,,b,,c) y W=(a,,b,,c,) _ @ bl 1) _ (2,b, ?) Y (3,b;,¢)

lineal ; q dient , son linealmente dependientes si uno cualquiera de ellos se puede
son |.nea mente .epgnjen es st son expresar como combinacién lineal de los
proporcionales, es decir, si W=r-V,reR . otros dos: W=r-li+SV r.secR a b ¢

: . . a b, ¢ ién si i a, b, c,|=0
También, si se verifica: -2 = -2 = -2 También si el determinante formado por los 2 M2 =2

b, ¢ tres vectores es 0. En caso contrario son a, b, ¢

linealmente independientes. 2

Tres puntos A, B y C estan alineados si los | Cuatro puntos A, B, C y D son coplanarios (estan en el mismo

vectores H?; y E son proporcionales. plano) si los vectores N?; , E y E son linealm. dependientes.
= aw +a +b, c,+cC
Punto medio M de un segmento AB. AB=2AM - MAB:(ai2 2,b12 2, 12 2) a M B
. , or Y AP, -~ B
Puntos que dividen a un segmento AB en n partes iguales. (1 punto, P, : AB = nAPl)
Producto escalar. Producto vectorial. Producto mixto.
u=(a,h,c), Vv=_(a,b,c,) u=(a,b,c), v=(a,b,c,) u=(a,b,c), v=_(a,,b,c,) y
U'\7:|J|'|\7|'COS(J’\7) Jxvz[bl Gl (& G & blj W= (a,,b;,c;)
u-v=a-a,+b-b,+c-c, b, | |, C||a, b a b ¢
cos (Ui, V) = U-v Es un vector perpendiculara U y V| [U,V,W]=U-(VxW)=|a, b, c,
T u] v U-(UxV)=0y V-(UxV)=0 a by ¢
Uz0,V£05U-V=0<UlV | (20,V£00ixV=0<0l=rV [U,V,W]=0<>U,V,W linealm. dep.

Ecuaciones de larectar que pasa por el punto P:(X,,Y,,Z,) Y tiene por vector director V =(a,b,c).

Ec. paramétricas: . L
X=x +t-a Ecuacién continua: Ecuaciones implicitas:
X_Xo=y_yo_z_zo r.{AlX+Bly+(:12=D1

a b ~— ¢ "|AXx+B,y+C,z=D,

Ecuacion vectorial:
(X-Yaz):(xo'YWZo)"'t'(a’baC) y:yo+t'b
z=17,+t-C

De las ecuaciones paramétricas se obtiene un punto genérico de larectar: P, :(x,+t-a,y, +t-b,z,+t-C)

Si se conocen las ecuaciones implicitas de la recta, las

ecuaciones paramétricas se obtienen resolviendo el Ax+By+Cz=D, | » n =(A,B,,C) I
) . -~ R Vv

sistema de ecuaciones. También se puede calcular el Ax+B,y+C,z=D,[ - fi, = (A,B,,C,) r

vector director como V, =, x1, .

Plano que pasa por el punto P:(X,,Y,,Z,) y tiene por vectores directores V =(a;,b,,c;) y W=(a,,b,,c,).

£ » al Ecuaciones paramétricas: Ecuacion implicita:
cuacion vectorial: - X=X, +t-a +S-a, X—X, & &, 7 AX+By+Cz=D
(X,y,2)=0OX +t-v+s-w B _ Vector normal al plano:
S y=Y,+t-b +s-b, Y=Y b b,|=0 i _(ABC
OX = (X, Yo:Zo) n.=(AB,C)
z=17,+t-C +S-C, -7, ¢ G

Ecuaciones implicitas de los ejes y planos coordenados.

I~

0010 . y= x=0 ) x=0
o Eje OX: Eje OZ:
. 7=0 z=0 y=0

Plano OYZ: x=0 Plano OXZ: y =0 Plano OXY: z=0

Eje OY: {




Posicion relativa de dos planos: 7, : AX+BYy+Cz=D,y 7,: Ax+B,y+C,z=D,.

Coincidentes: Paralelos: Secantes:
A_B_G_D A_B_G_ D &i oA LG O_ziﬁ
A B C D A B C D A °A C C,

Si los planos son secantes, la recta interseccion tiene por ecuaciones implicitas las ecuaciones de los dos planos.

Posicion relativa de tres planos: 7, : AX+By+Cz=D,, 7, : AXx+B,y+C,z=D,, 7, : AX+B,y+C,z=D

Se estudian los planos dos a dos. Si hay varias posibilidades (tres ultimos casos), se resuelve el sistema formado
por las tres ecuaciones para conocer la posicion.

_L
/

lquales Dos iguales y Tres Dos igualesy |Dos paralelosy| Se cortan Se cortanen | Se cortan en
9 otro paralelo paralelos otro secante | otro secante dos a dos una recta un punto
C.Indet. 2 p. Incomp. Incomp. C. Indet. 1p. Incomp. Incomp. C. Indet.1p. | Comp. Det.

Posicion relativa de unarecta y un plano con las ecuaciones implicitas. (Se estudia el sistema de ecuaciones).

. Ax+By+Cz=D, A B C |D) rgM=2,rgM*=2 - Cl.lp - rcx
AX+B,y+C,z=D, M|M*=|lA B, C,|D,| rgM=2,rgM*=3 — Incomp. — r|z
Ty A3x+ Bgy+caz = D3 ,A‘3 83 C3 D3 I’gM :3, rgM*=3 - CD. - rirx

Si larecta y el plano se cortan, el punto de interseccion se obtiene resolviendo el sistema con las tres ecuaciones.

Otro procedimiento: con las ecuaciones paramétricas de larectay la ecuacién general del plano.

Se sustituyen los valores de x, y, z, de las ecuaciones | Sise obtiene 0=0 — rcaxr
parametricas de la recta, en la ecuacion implicita del | gj se optiene 0=a =0 -
plano y se calcula el valor de t resolviendo la ecuacion.

A(x,+t-a)+B(y,+t-b)+C(z,+t-c)=D _ v _ _
" El punto de interseccidn se obtiene sustituyendo el valor
t=" de t en las ecuaciones paramétricas de la recta.

r||~

Si se obtiene un valor parat — Xz

Posicion relativa de dos rectas con las ecuaciones implicitas. (Se estudia el sistema de ecuaciones).

re Ax+By+Cz=D A B C D rqM =2, rgM*=2 - C.l.1lp - r=s
Ax+B,y+C,z=D A B, C|D,| rgM=2,rgM*=3 — Incomp. — r|ls
M |M*= .
;.| Ax+By+Ciz=D, A, B, C,|D,| rgM=3,rgM*=3 - CD. - rikx
"|AXx+B,y+C,z=D, A, B, C,|D, rgM =3, rgM*=4 - Incomp. — Se cruzan.

Si las dos rectas se cortan, el punto de interseccién se obtiene resolviendo el sistema con las cuatro ecuaciones.

Otro procedimiento con los vectores directores y un punto de cada recta.

v, =(a,b,c) M :(ai b, Clj rgM =1, rgM*=1 —» r=s

Vi =(a,,b,,¢,) % b C rgM =1,rgM*=2 > r|s
PG RI0eYaZ) e |3 ] raM=2,rM*=2 o rix

PP =(a,b,c,) a, b, «c rgM =2,rgM*=3 —  Secruzan

Angulo entre dos rectas. | Angulo entre recta y plano.

Angulo entre dos planos. |

!

= cos(yzl,yzz):‘cos(ﬁ ﬁﬂz)
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Distancia entre dos puntos. Punto sim

étrico.

; ; - Punto P’ simétrico de P respecto de Q:
L L L, Distancia de P a Q: d(P,Q)=‘ PQ‘ BR _AD"
F Q F' PQ=QP
Proyeccion, distancia y simétrico de un punto respecto de un plano.
r 1°. Recta r, perpendicular a 7 por P. .
P 2°. Punto Q, proyecciéon (minima distancia) Férmula para d(P, 7)
dePsobre 7: Q=7zNr. P (X0 Yo 20)
/ a 3°. Punto P’, simétrico de P respecto de 7 : 7:AXx+By+Cz=D
. PQ=QP". | A, + By, +Cz, + D |

40, d(P,n):d(P,Q)z\@\.

d(P,7)=

JA?+B2+C?

Proyecc

ion, distancia y simétrico de un punto respecto de una recta.

- - - -8

1°. Plano 7, perpendicular a r por P.
de Psobrer: Q=7zNr.

3°. Punto simétrico, P’; ﬁ = Q*P> .
. d(P,r)=d(P,Q)=|PQ|.

2°. Punto Q, proyeccion (minima distancia)

Si P. es un punto cualquiera de la

rectay V, es el vector director:

7P,
d(P,I‘) :T

Proyeccion, distancia y simétrica de una recta respecto un plano.

rcx — d(r,z)=0

Proyeccién: interseccién de dos planos.
1°. Plano 7.

Distancia. Se coge un punto de la recta y
se calcula la distancia del punto al plano.

riflz — d(r,z)=0 . , _ Simétrica. Recta que pasa por los
rX\z — d(r,z)=0 2°. Plano 7', que contiene a r y s | gimggricos de dos puntos de la recta
perpendicular a 7 . respecto del plano.
rlz — d(r,7)=0 | Proyeccién: punto de interseccion. Simetria: la misma recta.
Distancia entre dos planos.
Simétrico (7 X'). Plano que contiene a
=7 N = . . ' la recta de interseccion y al simétrico de
D d )=y | oancia =) S COGR U1 PO 86 | 1t espect el o0 i
. - Simétrico (7 || 7"). Plano paralelo que
zllr' — d(x,z")=0 | distancia del punto al otro plano. contiene  al

simétrico de un punto
respecto del otro plano.

Distancia entre dos rectas paralelas.

Se coge un punto de una de las rectas y se calcula la distancia del punto a la otra recta.

Perpendicular comun. Distancia entre dos rectas que se cruzan.

1°. Sean P, y P, puntos genéricosderys.

—

vectores directores de V, y V. derys.

pasapor Py P,.
2. d(r,s)=d(P.P)=|PP,

2°. El vector P.P, es perpendicular a los

3°. La perpendicular comdn es la recta que

Formula para d(r,s)
Sean Py P, puntos de cada recta
y V. y V, los vectores directores:
PP.V.,V ]‘

—

XV,

S

d(r,s):‘[

Area de un paralelogramo

[ Ve <V, |
alelepipedo.

r-s!’r1’s
Vol. de un tetraedro.

B D
A C
Sz‘ﬁxﬁ‘

Area de un triangulo. Vol. de un par
= :
g2
A cC A D
s |28<AC] |y |[as.ac. A0
B 2

B jul

48,465
3]

\Y

Haz de planos: conjunto de planos que contienen a una recta.

Ax+By+Cz=D,
Ax+B,y+C,z=D,

|

Se multiplica la segunda ecuacion por u

n pardmetro y se suma a la primera:

(A+4A)x+(B,+1B,)y+(C,+4C,)z=D,+AD, y Ax+B,y+C,z=D,




Actividades basicas. (Puede haber otros procedimientos distintos a los indicados).

Plano 77 que contiene aun punto P y unarectar.

Plano 7 que contiene adosrectasrys.

Se coge un punto Pr cualquierader.

Se calcula la ecuacién del plano con P, el vector director de la

—

rectar, y el vector PP, .

Se coge un punto cualquiera de las dos rectas.
Se calcula la ecuacion del plano con el punto y los vectores
directores de las dos rectas.

Recta s paralela a otra recta r por un punto P.

Plano 7 paralelo a otro plano 7' por un punto P.

Se calcula s con el punto P y el vector director de r.

Los coeficientes de x, y, z en la ecuacion general del plano
77" son los mismos coeficientes de 7 .

El término independiente se calcula sustituyendo en la
ecuacion las coordenadas del punto P.

Recta r paralela al plano 77 que contiene al punto P.

Recta r que contiene al punto P y es paralela a dos planos.

Hay infinitas rectas con estas condiciones.
Cualquiera de ellas se calcula con el punto P y un vector
cualquiera del plano.

Se puede calcular como interseccién de dos planos paralelos
a cada uno de ellos y que contienen al punto P.

Otra forma: con el punto P y el vector director: \7r =N x ﬁz

Plano que contiene a un punto y es paralelo a dos rectas.

Plano 7z que contiene alarectar y es paralelo alarectas.

Se calcula la ecuacion del plano con el punto P y los vectores
directores de las dos rectas.

Se calcula la ecuacién del plano con un punto de la recta r y
los vectores directores de las dos rectas.

Recta t que pasa por un punto P y corta (se apoya) a las
rectasrys.

Plano 7z mediatriz del segmento AB por su punto medio.

Interseccién de dos planos:
1°. Plano 7t que contiene al punto Py a larectar.
2°. Plano 77" que contiene al punto P y a la recta s.

Plano que tiene como vector normal AB y pasa por el punto
medio del segmento AB.

Rectar perpendicular a un plano 7z por un punto P.

Plano 7z perpendicular a unarectar por un punto P.

Se calcula la ecuacion de la recta con el punto Py como
vector director el vector normal del plano. V, = ﬁﬂ

El vector director de la recta es el vector normal del plano. Los
coeficientes de X, y, z son las coordenadas del vector. El
término independiente se calcula con el punto P.

Recta s perpendicular y secante a una recta r por un punto P.

Interseccién de dos planos.
1°. Plano 7, perpendicularar por P.

2°. Plano 7, que contienearyaP.

1°. Punto genérico de larectar, F’r .

2°, El punto Q, proyeccion de P sobre r es el punto de la recta
que verifica que: P?F; xV, =0.

3°. Larecta s es la recta que pasa por los puntos Py Q.

Rectat que pasa por un punto Py es perpendicular, pero
no es secante, alasrectas ry s.

Rectat perpendicular y secante alas rectasrys.
(Perpendicular comun).

Recta que pasa por el punto P y tiene como vector director el
producto vectorial de los vectores directores: \7t =V, ><\7S .

Interseccién de dos planos.
1°. Plano 77, con P., V. y V, xV,.

2°. Plano 77, con P,, V y V, xV,.

Plano 7z' perpendicular aun plano 7 por un P.

Plano 7z que pasa por un punto Py es perpendicular a
los planos 7, y 7,.

Hay infinitos planos con estas condiciones.
Cualquiera de ellas se calcula con el punto P y como vectores
directores, el vector normal al plano 77 y otro cualquiera.

Plano que pasa por el punto P y tiene como vector normal el
producto vectorial de los vectores normales, 1 =1, x 1,

Plano 7z' que contiene alarectar y es perpendicular a
un plano 7.

Plano 7' paralelo aunplano 7:AX+By+Cz+D =0
que dista n unidades de un punto un P :(X,,Y,,Z,) -

Plano que pasa por el punto un punto cualquiera de la recta r
y tiene como vectores el vector director de r y el vector normal
del plano 7.

Se despeja D de la expresion:
| AX, + By, +Cz,+ D | a

d(P,7)=
NA?+B2+C?

Planos que equidistan de los planos 7, y 7,.

Puntos de unarectar que equidistan de dos puntos Ay B.

Hay dos planos que se obtienen de la igualdad:
‘ﬁx+%y+CE+DJ7‘%x+%y+CJ+D2

Jﬁ+q+q

J%+%+g

Se coge un punto genérico F’r de la recta r a partir de las
ecuaciones paramétricas.

Se resuelve la ecuacion: d (A, P.)=d(B,P.).
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