INTEGRALES DEFINIDAS

DEFINICION, PROPIEDADES Y CALCULO

Definicion de integral definida.

Si f(X) es una funcién continua en el intervalo [a,b] y f(x)>0 ‘v’Xe[a,b], f(x) |
|
entonces la integral definida J.b f (x) dx representa el area de la regién del plano b |
a _ |
limitada por la gréfica de la funcion, y = f (x) , el eje de abscisas, y =0, y las rectas : A= /a pgress :
verticales que pasan pora, X=a,yporb, x=b. é l:|>
Propiedades de la integral definida
Se verifican las dos propiedades que se verificaban para la integral indefinida:
[(f0£g00)dx=[ f(x)dx=[ g(x)dx [Pk fodx=k- [ (x)dx
Ademas:
o [T f(x)dx=0 o [T dx=—] f(x)dx
a b a
. b c b b
. Sice[ab] — j f(x)dx:j f(x)dx+j f (x) dx « f(x)20 vxe[ab] — j f(x)dx>0
. 10 <g(x) vxe[ab] - [ fx)dx<[ g(x)dx « ['Kdx=k-(b-a), kR

e k< f(x)<K vxe[ab] - k.(b—a)sj:f(x)dng-(b—a) .

[ 00 dx‘ < [°]f (0] ox

Férmula de Barrow

Si f(X) es una funcion continua en el intervalo [a, b] y F(X) es una primitiva cualquiera de f (X), entonces la integral

b
definida .[ f (x)dx se calcula como F(b)—F(a). Se represente de la siguiente forma:
a

jb f()dx=[F(x)] =F(b)-F(a)

Como todas las primitivas de f (x) son de la forma F(X)+C y se necesita una primitiva cualquiera, por comodidad se
puede escoger C =0.Con cualquier otra primitiva se obtendria el mismo resultado:

Al resolver una integral definida mediante un cambio de variable, podemos simplificar el procedimiento, si en lugar de
calcular la integral indefinida deshaciendo el cambio, se aplica también el cambio de variable a los limites de integracion.

TEOREMAS DE INTEGRACION

Teorema del valor medio

Si f(X) es una funcién continua en el intervalo [a,b] entonces existe al menos un

valor C € (a, b) que verifica: flc) g - - T
: !
Lf(x)dx:f(c)-(b—a) |

Gréaficamente, si la funcion es positiva, el area del recinto limitado por la grafica de la .
funcion y el eje de abscisas entre a y b, coincide con el area del rectdngulo de base /

b—a yaltura f(c).

V

|
|
c b

Teorema fundamental del calculo integral

Si f(x) es una funcién continua en el intervalo [a,b] y se define la funcion F(X) como F(x) =IX f (t)dt, entonces
a

F (x) es derivable en el intervalo (a, b) y verifica que F '(x) = T (X).

si F(x) = juv((: f (t)dt entonces F'(x) = f (v(X))-v'(x) = f (U(X))-u’(x)
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CALCULO DE AREAS

Area de la region limitada por la grafica de una funcion continua y no negativa, el eje de abscisas y las rectas
verticales x=ay x=b.

El area de una region con estas caracteristicas coincide con la integral definida de la
funcion f(X) entreayb.

0 f(x)>0 vxe[ab] — A=[ f(x)dx

/ a b

Area de laregion limitada por la grafica de una funcion continua y no negativa y el eje de abscisas.
Hay que calcular los puntos de corte de la funcién con el eje de abscisas,

) que son las soluciones de la ecuacion: f(x)=0.
X=a
A f(x)=0 — {
X=Db
y=0

IE b\ f(x)>0 vxel[ab] — A=[ f(x)dx

Area de la region limitada por la grafica de una funcién continua y no positiva, el eje de abscisas y las rectas
verticales x=a y x=b.

y=0

El area de una regién con estas caracteristicas coincide con la opuesta de la
integral definida de la funcién f (x) entre ay b.

f(x)<0 vxe[ab] — A=-[ f(x)dx

Area de laregion limitada por la grafica de una funcion continua y no positivay el eje de abscisas.

A / Hay que calcular los puntos de corte de la funcién con el eje de abscisas,
=0 . .
\a > 4 que son las soluciones de la ecuacion: f(x)=0.

X=a
Xx=Db

f(x)<0 vxel[ab] — A=-[ f(x)dx

A f(x)=0 — {
f()

Area de la region limitada por la grafica de una funcién continua y que cambia de signo, el eje abscisas y las
rectas verticales x=ay x=b.

El 4rea de la regién que se quiere calcular esta formada por dos recintos, uno situado
por encima del eje de abscisas y otro por debajo. Hay que calcular el punto de corte de
1 y=0 la funcion con el eje de abscisas resolviendo la ecuacién f(x)=0. Si tiene varias

b soluciones, escogemos solamente las comprendidas entre a y b.
f(x)=0 — x=ce[a,b]

f(x)>0 vxel[a,c] - A =] f(x)dx
f(x)<0 ¥xelc,b] — A,=—[f(x)dx

A=A +A,

Area de laregion limitada por la grafica de una funcion continua y que cambia de signo y el eje abscisas.

f(x) El area de la region que se quiere calcular esta formada por dos recintos, uno situado
/\ por encima del eje de abscisas y otro por debajo. Hay que calcular los puntos de corte

de la funcién con el eje de abscisas resolviendo la ecuacion f(x)=0.

A, 40
e . ’ f(x)=0 — x=a, X,=b, x;=c¢
2
f(x)>0 vxe[ac] — Al:j:bf(x)dx L A—AA
f(x)<0 vxe[c,b] » A,=-[ f(x)dx
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Area de la region limitada por la grafica de dos funciones, de forma que una de ellas es mayor que otra para todos
los puntos del intervalo [a,b], y las rectas verticales x=a y x=b.

El &rea de una region con estas caracteristicas coincide con la integral definida de la
diferencia de las dos funciones entre a y b.

f(x)>g(x) vxe[ab] = A=[(f(x)-g(x))dx

Area de la region limitada por la grafica de dos funciones que se cortan.

JE

|
|
|
|
|
|
|
b

\

El &rea de una regidn con estas caracteristicas coincide con la integral
definida de la diferencia de las dos funciones entre los puntos de corte de
ambas. Hay que calcular los puntos de corte de las dos gréaficas resolviendo
la ecuacion f(x)=g(x).

Xx=a

fx)=g(x) - {X:b

f(x)>g(x) vxe[ab] — A=[(f(x)-g(x))dx

Area de laregion limitada por la grafica de dos funciones que se cortan y las rectas verticales x=a y x=b.

El 4rea de la region que se va a calcular esta formada por dos recintos, en cada
uno de ellos una de las graficas esta por encima de la otra. Hay que calcular el
punto de corte de las dos gréaficas resolviendo la ecuacion f(Xx)=g(x). Si tiene

varias soluciones, escogemos solamente las comprendidas entre a 'y b.
f(x)=0 — x=ce[ab]

f(x)>g(x) vxe[a,c] - A =[(f(X)—g(x))dx

|
|
|
|
|
L
C

b

f(0=g(x) vxeleb] — Aﬁff(g(x)—f(x))dx} = ATATA

Area de laregion limitada por la grafica de dos funciones.

El area de la regidon que se quiere calcular estd formada por dos recintos, en
cada uno de ellos una de las graficas esta por encima de la otra. Hay que
calcular los puntos de corte de las dos gréficas resolviendo la ecuacién

f(x)=9(x).
f(xX)=9(x) — x =a, X,=b, Xx;=cC

f(x)>g(x) vxe[a,c] » A =[(f(X)—g(x))dx

|
|
|
|
|
|
|
1
a

I
I
I
I
I
I
I
|
b

f9=g(x) vxeleb] — Aﬁff(g(x)—f(x))dx} = ATATA

Area de unaregion limitada por las graficas mas de dos funciones.

Se descompone la region en recintos mas pequefios mediante rectas verticales
gue pasan por los puntos de interseccidon de las graficas. Para calcular los
puntos de corte de las graficas se resuelven las ecuaciones que se obtienen al
igualar dos a dos las expresiones de las funciones.

f(x)=h(x) —»> x=a
g(x)=h(x) — x=b
f(x)=g(x) —»> x=c

|

f(x)>h(x) vxe[a,c] —» A =[/(f(x)—-h(x))dx

M- — —

o ==

909 =h() vxe[cb] - Az=ff(9(x)—h(x))dx} 7 ATATA
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